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Лекция 13. Кривые и поверхности второго порядка

13.1. Аффинное пространство

Определение. Пусть: M — множество, M �= ∅; K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство
над полем K; F : M ×M =⇒ L. Далее будем писать −−→p1p2 вместо F (p1, p2). Пусть:

1. −−→p1p2 + −−→p2p3 = −−→p1p3 при p1, p2, p3 ∈M ;

2. ∀p1 ∈M∀x ∈ L∃!p2 ∈M
(−−→p1p2 = x

)
.

Будем говорить, что (M,L, F ) — аффинное пространство над полем K. Пусть Q =

(M,L, F ). Обозначим, �Q = L.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(Q) = N .

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства �Q. Обозначим:

hO,e(p) =
[−→
Op
]
(e), p ∈ Q.

Очевидно: hO,e — обратимая функция, D(hO,e) = Q, R(hO,e) = KN . Будем говорить, что:
hO,e — аффинная координатная карта (аффинная система координат) в пространстве Q;
O — начало отсчёта координатной карты hO,e; e — базис координатной карты hO,e. Пусть
p ∈ Q. Будем говорить, что:

−→
Op — радиус-вектор точки p; h1

O,e(p), . . . , h
N
O,e(p) — аффинные

координаты точки p.
Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q, x0 = hO,e(O

′); p ∈ Q, x = hO,e(p),
x̃ = hO′,e′(p), k = 1, N . Тогда:

xk =
[−→
Op
]k

(e) =
[−−→
OO′ +

−→
O′p

]k
(e) =

[−−→
OO′]k(e) +

[−→
O′p

]k
(e) =[−−→

OO′]k(e) + αk
k′(e, e′)

[−→
O′p

]k′
(e′) = xk

0 + αk
k′(e, e′)x̃k′

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(Q) = N ; L — линейное пространство над полем K, dim(L) = N + 1; O0 ∈ Q, e0 —
базис пространства �Q, f0 — базис пространства L.
1. Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства �Q. Обозначим:

β(O, e;O′, e′) =

(
α(e, e′) hO,e(O

′)
0 · · · 0 1

)
.
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Очевидно: β(O, e;O′, e′) ∈ K(N+1)×(N+1), det
(
β(O, e;O′, e′)

)
= det

(
α(e, e′)

)
�= 0;

β(O, e;O′, e′) = Ĩ тогда и только тогда, когда: O = O′, e = e′.
Пусть: O,O′, O′′ ∈ Q, e, e′, e′′ — базисы пространства �Q. Покажем, что

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′) = β(O, e;O′′, e′′).
Пусть k, k′′ = 1, N . Тогда:

N+1∑
k′=1

βk
k′(O, e;O′, e′)βk′

k′′(O′, e′;O′′, e′′) =
N∑

k′=1

βk
k′(O, e;O′, e′)βk′

k′′(O′, e′;O′′, e′′)+

βk
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
k′′ (O′, e′;O′′, e′′) = αk

k′(e, e′)αk′
k′′(e′, e′′) = αk

k′′(e, e′′) = βk
k′′(O, e;O′′, e′′).

Пусть k′′ = 1, N . Тогда:

N+1∑
k′=1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O′, e′;O′′, e′′) =
N∑

k′=1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O′, e′;O′′, e′′)+

βN+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
k′′ (O′, e′;O′′, e′′) = 0 = βN+1

k′′ (O, e;O′′, e′′).

Пусть k = 1, N . Тогда:

N+1∑
k′=1

βk
k′(O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

N∑
k′=1

βk
k′(O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′)+

βk
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O

′, e′;O′′, e′′) = αk
k′(e, e′)hk′

O′,e′(O
′′) + hk

O,e(O
′) = hk

O,e(O
′′) =

βk
N+1(O, e;O

′′, e′′).

Очевидно:

N+1∑
k′=1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

N∑
k′=1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′)+

βN+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O

′, e′;O′′, e′′) = 1 = βN+1
N+1(O, e;O

′′, e′′).

Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства �Q. Очевидно, β(O, e;O′, e′)−1 =
β(O′, e′;O, e).
2. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства �Q. Обозначим:

fk(O, e) =
N+1∑
k0=1

βk0
k (O0, e0;O, e)(f0)k0, k = 1, N + 1.

Так как det
(
β(O0, e0;O, e)

)
�= 0, то: f(O, e) — базис пространства L, α

(
f0, f(O, e)

)
=

β(O0, e0;O, e). Очевидно: f(O, e) = f0 тогда и только тогда, когда: O = O0, e = e0.
Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства �Q. Покажем, что α

(
f(O, e), f(O′, e′)

)
=

β(O, e;O′, e′). Пусть k′ = 1, N + 1. Тогда:

N+1∑
k=1

βk
k′(O, e;O′, e′)fk(O, e) =

N+1∑
k=1

βk
k′(O, e;O′, e′)

N+1∑
k0=1

βk0
k (O0, e0;O, e)(f0)k0 =

N+1∑
k0=1

(
N+1∑
k=1

βk0
k (O0, e0;O, e)β

k
k′(O, e;O′, e′)

)
(f0)k0 =

N+1∑
k0=1

βk0
k′ (O0, e0;O

′, e′)(f0)k0 = fk′(O′, e′).

Следовательно, α
(
f(O, e), f(O′, e′)

)
= β(O, e;O′, e′).
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3. Обозначим:

ψ(p) = hk0
O0,e0

(p)(f0)k0 + (f0)N+1, p ∈ Q.

Очевидно: ψ : Q =⇒ L, ψ — обратимая функция.
Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства �Q; p ∈ Q. Покажем, что:

ψ(p) = hk
O,e(p)fk(O, e) + fN+1(O, e).

Пусть k = 1, N . Тогда:

[
ψ(p)

]k(
f(O, e)

)
=

N+1∑
k0=1

βk
k0

(O, e;O0, e0)
[
ψ(p)

]k0

(f0) =
N∑

k0=1

βk
k0

(O, e;O0, e0)
[
ψ(p)

]k0

(f0)+

βk
N+1(O, e;O0, e0)

[
ψ(p)

]N+1
(f0) = αk

k0
(e, e0)h

k0
O0,e0

(p) + hk
O,e(O0) = hk

O,e(p).

Очевидно:

[
ψ(p)

]N+1(
f(O, e)

)
=

N+1∑
k0=1

βN+1
k0

(O, e;O0, e0)
[
ψ(p)

]k0

(f0) =

N∑
k0=1

βN+1
k0

(O, e;O0, e0)
[
ψ(p)

]k0

(f0) + βN+1
N+1(O, e;O0, e0)

[
ψ(p)

]N+1
(f0) = 1.

Очевидно:

ψ(p) =
N+1∑
k=1

[
ψ(p)

]k(
f(O, e)

)
fk(O, e) =

N∑
k=1

[
ψ(p)

]k(
f(O, e)

)
fk(O, e)+

[
ψ(p)

]N+1(
f(O, e)

)
fN+1(O, e) = hk

O,e(p)fk(O, e) + fN+1(O, e).
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Определение. Пусть: N ∈ Z, N � 2; Q — аффинное евклидово ориентированное простран-
ство над полем R, dim(Q) = N ; O0 ∈ Q, e0 — базис пространства �Q, A0 ∈ RN×N , A0 = AT

0 ,
B0 ∈ RN , C0 ∈ R,

F (p) = (A0)k0,m0h
k0
O0,e0

(p)hm0
O0,e0

(p) + 2(B0)m0h
m0
O0,e0

(p) + C0, p ∈ Q.

Будем говорить, что F — полином степени не выше 2 в пространстве Q. Пусть A0 �= Θ.
Будем говорить, что F — полином степени 2 в пространстве Q.

Определение. Пусть: N = 2 (N ∈ Z, N � 3); Q — аффинное евклидово ориентированное
пространство над полем R, dim(Q) = N . Будем говорить, что σ — кривая (поверхность)
второго порядка в пространстве Q, если можно указать такой полином F степени 2 в
пространстве Q, что σ =

{
p : p ∈ Q ∧ F (p) = 0

}
.

Замечание. Пусть: A1 ∈ RN×N , A1 = AT
1 , B1 ∈ RN , C1 ∈ R; A2 ∈ RN×N , A2 = AT

2 , B2 ∈ RN , C2 ∈ R; (A1)k,mxkxm +

2(B1)mxm + C1 = (A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm + C2 при x ∈ RN . Покажем, что: A1 = A2, B1 = B2, C1 = C2.
Очевидно:

(A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm + C1 = (A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm + C2, x ∈ RN ;

(A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm + C1 = (A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm + C2, x = θ̃;
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C1 = C2.

Тогда: (A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm = (A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm при x ∈ RN .
Очевидно:

(A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm = (A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm, x ∈ RN ;

(A1)k,m(tx)k(tx)m + 2(B1)m(tx)m = (A2)k,m(tx)k(tx)m + 2(B2)m(tx)m,

t ∈ R, t �= 0, x ∈ RN ;

t(A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm = t(A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm, t ∈ R, t �= 0, x ∈ RN ;

lim
t→0

(
t(A1)k,mxkxm + 2(B1)mxm

)
= lim

t→0

(
t(A2)k,mxkxm + 2(B2)mxm

)
, x ∈ RN ;

2(B1)mxm = 2(B2)mxm, x ∈ RN ;

B1 = B2.

Тогда: (A1)k,mxkxm = (A2)k,mxkxm при x ∈ RN . Так как: A1 = AT
1 , A2 = AT

2 , то A1 = A2.

Замечание. Пусть: N ∈ Z, N � 2; Q — аффинное евклидово ориентированное простран-
ство над полем R, dim(Q) = N ; L — линейное пространство над полем R, dim(L) = N +1;
O0 ∈ Q, e0 — базис пространства �Q, A0 ∈ RN×N , A0 = AT

0 , B0 ∈ RN , C0 ∈ R,

F (p) = (A0)k0,m0h
k0
O0,e0

(p)hm0
O0,e0

(p) + 2(B0)m0h
m0
O0,e0

(p) + C0, p ∈ Q.

1. Обозначим:

D0 =

(
A0 BT

0

B0 C0

)
.

Очевидно: D0 ∈ R(N+1)×(N+1), D0 = DT
0 ,

F (p) =
∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0

[
ψ(p)

]k0
(
f(O0, e0)

)[
ψ(p)

]m0
(
f(O0, e0)

)
, p ∈ Q.

Обозначим:

Dk,m(f) =
∑

k0,m0=1,N+1

(D0)k0,m0α
k0
k

(
f(O0, e0), f

)
αm0

m

(
f(O0, e0), f

)
,

f — базис пространства L, k,m = 1, N + 1.

Очевидно: D ∈ (TL)0
2, D

(
f(O0, e0)

)
= D0; D(f) = D(f)T при: f — базис пространства L;

F (p) =
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(f)
[
ψ(p)

]k
(f)

[
ψ(p)

]m
(f), f — базис пространства L, p ∈ Q.

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства �Q. Обозначим:

Ak,m(O, e) = Dk,m

(
f(O, e)

)
, k,m = 1, N ;

Bm(O, e) = DN+1,m

(
f(O, e)

)
, m = 1, N ;

C(O, e) = DN+1,N+1

(
f(O, e)

)
.

Очевидно: A(O, e) ∈ RN×N , A(O, e) = A(O, e)T ; B(O, e) ∈ RN , Bm(O, e) =

DN+1,m

(
f(O, e)

)
= Dm,N+1

(
f(O, e)

)
при m = 1, N ; C(O, e) ∈ R;

F (p) = Ak,m(O, e)hk
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bm(O, e)hm

O,e(p) + C(O, e), p ∈ Q.



13.2. Кривые и поверхности второго порядка 5

Очевидно: A(O0, e0) = A0, B(O0, e0) = B0, C(O0, e0) = C0.
Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Покажем, что:

Ak′,m′(O′, e′) = Ak,m(O, e)αk
k′(e, e′)αm

m′(e, e′), k′, m′ = 1, N ;

Bm′(O′, e′) =
(
Ak,m(O, e)hk

O,e(O
′) +Bm(O, e)

)
αm

m′(e, e′), m′ = 1, N ;

C(O′, e′) = Ak,m(O, e)hk
O,e(O

′)hm
O,e(O

′) + 2Bm(O, e)hm
O,e(O

′) + C(O, e).

Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

Ak′,m′(O′, e′) = Dk′,m′
(
f(O′, e′)

)
=

N+1∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

k′(O, e;O′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) =

N∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

k′(O, e;O′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′)+

N∑
m=1

DN+1,m

(
f(O, e)

)
βN+1

k′ (O, e;O′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′)+

N+1∑
k=1

Dk,N+1

(
f(O, e)

)
βk

k′(O, e;O′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) =

Ak,m(O, e)αk
k′(e, e′)αm

m′(e, e′).

Пусть m′ = 1, N . Тогда:

Bm′(O′, e′) = DN+1,m′
(
f(O′, e′)

)
=

N+1∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βm

m′(O, e;O′, e′) =

N∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βm

m′(O, e;O′, e′)+

N∑
m=1

DN+1,m

(
f(O, e)

)
βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βm

m′(O, e;O′, e′)+

N+1∑
k=1

Dk,N+1

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

m′ (O, e;O′, e′) =

(
Ak,m(O, e)hk

O,e(O
′) +Bm(O, e)

)
αm

m′(e, e′).

Очевидно:

C(O′, e′) = DN+1,N+1

(
f(O′, e′)

)
=

N+1∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βm

N+1(O, e;O
′, e′) =

N∑
k,m=1

Dk,m

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βm

N+1(O, e;O
′, e′)+

N∑
m=1

DN+1,m

(
f(O, e)

)
βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βm

N+1(O, e;O
′, e′)+
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N∑
k=1

Dk,N+1

(
f(O, e)

)
βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)+

DN+1,N+1

(
f(O, e)

)
βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O, e;O
′, e′) =

Ak,m(O, e)hk
O,e(O

′)hm
O,e(O

′) + 2Bm(O, e)hm
O,e(O

′) + C(O, e).

2. Пусть O ∈ Q. Можно указать такой математический объект AO, что: AO — билиней-
ная форма в пространстве �Q, [AO](e) = A(O, e) при: e — базис пространства �Q. Пусть e —
базис пространства �Q. Так как A(O, e) = A(O, e)T , то AO — симметричная билинейная
форма. Очевидно:

Ak,m(O, e)hk
O,e(p)h

m
O,e(p) = AO

(−→
Op,

−→
Op
)
, p ∈ Q.

Можно указать такой математический объект BO, что: BO — линейная форма в
пространстве �Q, [BO](e) = B(O, e) при: e — базис пространства �Q. Пусть e — базис
пространства �Q. Очевидно:

Bm(O, e)hm
O,e(p) = BO

(−→
Op
)
, p ∈ Q.

Можно указать такой математический объект CO, что: CO = C(O, e) при: e — базис
пространства �Q. Пусть e — базис пространства �Q. Очевидно: CO = C(O, e) ∈ R;

F (p) = Ak,m(O, e)hk
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bm(O, e)hm

O,e(p) + C(O, e) =

AO

(−→
Op,

−→
Op
)

+ 2BO

(−→
Op
)

+ CO, p ∈ Q.

Пусть O,O′ ∈ Q. Очевидно:

AO′ = AO;

BO′(x) = AO

(−−→
OO′, x

)
+BO(x), x ∈ �Q;

CO′ = AO

(−−→
OO′,

−−→
OO′)+ 2BO

(−−→
OO′)+ CO.

3. Пусть O ∈ Q. Можно указать такой математический объект ÂO, что: ÂO ∈ Lin( �Q, �Q),
AO(x, y) = (x, ÂOy) при x, y ∈ �Q. Так как AO — симметричная билинейная форма, то
ÂO — самосопряжённый оператор.

Можно указать такой математический объект �BO, что: �BO ∈ �Q, BO(x) = ( �BO, x) при
x ∈ �Q. Очевидно:

F (p) = AO

(−→
Op,

−→
Op
)

+ 2BO

(−→
Op
)

+ CO =
(−→
Op, ÂO

−→
Op
)

+ 2
(
�BO,

−→
Op
)

+ CO, p ∈ Q.

Пусть O,O′ ∈ Q. Очевидно:

ÂO′ = ÂO;

�BO′ = ÂO

−−→
OO′ + �BO;

CO′ =
(−−→
OO′, ÂO

−−→
OO′)+ 2

(
�BO,

−−→
OO′)+ CO.
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4. Пусть A0 �= Θ. Тогда: A(O, e) �= Θ при: O ∈ Q, e — базис пространства �Q.
Пусть O′ ∈ Q. Так как ÂO′ — самосопряжённый оператор, то существуют такие век-

торы e′1, . . . , e
′
N , что: e

′ — правый ортонормированный базис пространства �Q, e′1, . . . , e
′
N —

собственные векторы оператора ÂO′. Тогда [ÂO′](e′) — диагональная матрица. Так как
e′ — ортонормированный базис, то: A(O′, e′) = [AO′ ](e′) = [ÂO′ ](e′). Тогда A(O′, e′) — диа-
гональная матрица. Пусть: Ã = A(O′, e′), B̃ = B(O′, e′), C̃ = C(O′, e′), p ∈ Q, x̃ = hO′,e′(p).
Тогда:

F (p) =
N∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

N∑
k=1

2B̃kx̃
k + C̃.

Так как Ã �= Θ, то без ограничения общности можно считать, что существует такой
номер r = 1, N , что: Ãk,k �= 0 при k = 1, r; Ãk,k = 0 при k = r + 1, N . Тогда:

F (p) =
r∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

N∑
k=1

2B̃kx̃
k + C̃ =

r∑
k=1

Ãk,k

(
x̃k +

B̃k

Ãk,k

)2

+
N∑

k=r+1

2B̃kx̃
k + C̃ −

r∑
k=1

B̃2
k

Ãk,k

.

Обозначим:

˜̃A = Ã;

˜̃Bk = 0, k = 1, r;

˜̃Bk = B̃k, k = r + 1, N ;

˜̃C = C̃ −
r∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

;

˜̃xk = x̃k +
B̃k

Ãk,k

, k = 1, r;

˜̃xk = x̃k, k = r + 1, N.

Тогда:

F (p) =
r∑

k=1

˜̃Ak,k(˜̃x
k)2 +

N∑
k=r+1

2 ˜̃Bk
˜̃xk + ˜̃C.

Обозначим, e′′ = e′. Очевидно, можно указать такую точку O′′ ∈ Q, что ˜̃x = hO′′,e′′(p). В

силу произвольности выбора точки p ∈ Q: A(O′′, e′′) = ˜̃A, B(O′′, e′′) = ˜̃B, C(O′′, e′′) = ˜̃C.

Пусть: ˜̃Bk = 0 при k = 1, N . Тогда:

F (p) =
r∑

k=1

˜̃Ak,k(˜̃x
k)2 + ˜̃C.

Пусть ∃k = 1, N( ˜̃Bk �= 0). Тогда: r = 1, N − 1, ∃k = r + 1, N( ˜̃Bk �= 0). Без ограничения

общности можно считать, что ˜̃Br+1 �= 0. Тогда:

F (p) =
r∑

k=1

˜̃Ak,k(˜̃x
k)2 + 2 ˜̃Br+1

(
˜̃xr+1 +

˜̃C

2 ˜̃Br+1

)
+

N∑
k=r+2

2 ˜̃Bk
˜̃xk.



8 13. Кривые и поверхности второго порядка

Обозначим:

˜̃̃
A = ˜̃A;

˜̃̃
B = ˜̃B;

˜̃̃
C = 0;

˜̃̃xr+1 = ˜̃xr+1 +
˜̃C

2 ˜̃Br+1

;

˜̃̃xk = ˜̃xk, k = 1, N, k �= r + 1.

Тогда:

F (p) =
r∑

k=1

˜̃̃
Ak,k(

˜̃̃xk)2 +
N∑

k=r+1

2
˜̃̃
Bk

˜̃̃xk.

Обозначим, e′′′ = e′′. Очевидно, можно указать такую точку O′′′ ∈ Q, что ˜̃̃x = hO′′′,e′′′(p). В

силу произвольности выбора точки p ∈ Q: A(O′′′, e′′′) =
˜̃̃
A, B(O′′′, e′′′) =

˜̃̃
B, C(O′′′, e′′′) =

˜̃̃
C.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово ориентированное пространство над полем
R, dim(Q) = 2; l — кривая второго порядка в пространстве Q. Тогда можно указать такой
полином F степени 2 в пространстве Q, что l =

{
p : p ∈ Q ∧ F (p) = 0

}
.

Как показано выше, существует такая точка O ∈ Q, такой правый ортонормированный
базис e пространства �Q и такое число r = 1, 2, что: A(O, e) — диагональная матрица,
Ak,k(O, e) �= 0, Bk(O, e) = 0 при k = 1, r; Ak,k(O, e) = 0 при k = r + 1, 2. Тогда в координат-
ной карте hO,e множество l описывается уравнением:

r∑
k=1

Ak,k(x
k)2 +

2∑
k=r+1

2Bkx
k + C = 0.

1. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C < 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2, C �= 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1),
sgn(C) = − sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;

(x1)2

−C
A1,1

+
(x2)2

−C
A2,2

= 1;

(x1)2(√ −C
A1,1

)2 +
(x2)2(√ −C

A2,2

)2 = 1.

Без ограничения общности можно считать, что
√ −C

A2,2
�
√ −C

A1,1
. Тогда l — эллипс.

2. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 �= 0, C = 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1).
Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0.

Так как: A1,1, A2,2 < 0 либо A1,1, A2,2 > 0, то l — множество, состоящее из одной точки.
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3. Пусть: A1,1A2,2 > 0, A1,1C > 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2, C �= 0, sgn(A2,2) = sgn(A1,1),
sgn(C) = sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0.

Так как: A1,1, A2,2, C < 0 либо A1,1, A2,2, C > 0, то l = ∅.
4. Пусть: A1,1A2,2 < 0, A1,1C �= 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2, C �= 0, sgn(A2,2) = − sgn(A1,1).

Без ограничения общности можно считать, что sgn(C) = − sgn(A1,1). Тогда в координатной
карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;

(x1)2

−C
A1,1

− (x2)2

C
A2,2

= 1;

(x1)2(√ −C
A1,1

)2 − (x2)2(√
C

A2,2

)2 = 1.

Следовательно, l — гипербола.
5. Пусть: A1,1A2,2 < 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 2; A1,1, A2,2 �= 0, C = 0, sgn(A2,2) =

− sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравне-
нием:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0;

|A1,1| (x1)2 − |A2,2| (x2)2 = 0;(√
|A1,1| · x1 −

√
|A2,2| · x2

)(√
|A1,1| · x1 +

√
|A2,2| · x2

)
= 0.

Так как
√
|A1,1|,

√
|A2,2| �= 0, то l — объединение двух прямых, имеющих одну общую

точку.
6. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 �= 0. Тогда: r = 1; A1,1, B2 �= 0. Следовательно, в координатной

карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 + 2B2x

2 + C = 0.

Пусть: δ = sgn
(
A1,1B2

)
, p ∈ Q, x = hO,e(p). Тогда:

F (p) = A1,1(x
1)2 + 2B2x

2 + C = A1,1(δx
1)2 − 2B2δ

(
−δx2 − C

2B2δ

)
.

Обозначим: x̃1 = −δx2 − C
2B2δ

, x̃2 = δx1. Тогда:

F (p) = A1,1(x̃
2)2 − 2B2δ · x̃1.

Можно указать такую точку O′ ∈ Q и такой правый ортонормированный базис e′ про-
странства Q, что x̃ = hO′,e′(p). Тогда в координатной карте hO′,e′ множество l описывается
уравнением:

A1,1(x̃
2)2 − 2B2δ · x̃1 = 0;

(x̃2)2 = 2
B2

A1,1
δ · x̃1.

Так как B2

A1,1
δ > 0, то l — парабола.
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7. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C < 0. Тогда: r = 1; A1,1 �= 0, B2 = 0, C �= 0,
sgn(C) = − sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + C = 0;

(x1)2 − −C
A1,1

= 0;

(
x1 −

√−C
A1,1

)(
x1 +

√−C
A1,1

)
= 0.

Так как
√ −C

A1,1
�= 0, то l — объединение двух прямых, не имеющих общих точек.

8. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C = 0. Тогда: r = 1; A1,1 �= 0, B2 = 0, C = 0.
Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается уравнением:

A1,1(x
1)2 = 0;

x1 = 0.

Тогда l — прямая.
9. Пусть: A1,1A2,2 = 0, B2 = 0, A1,1C > 0. Тогда: r = 1; A1,1 �= 0, B2 = 0, C �= 0,

sgn(C) = sgn(A1,1). Следовательно, в координатной карте hO,e множество l описывается
уравнением:

A1,1(x
1)2 + C = 0.

Так как: A1,1, C < 0 либо A1,1, C > 0, то l = ∅.

Замечание. Пусть: N ∈ Z, N � 2; Q — аффинное евклидово ориентированное простран-
ство над полем R, dim(Q) = N ; L — линейное пространство над полем R, dim(L) = N +1;
F — полином степени не выше 2 в пространстве Q.

Пусть O ∈ Q. Обозначим через a0(O), . . . , aN(O) — коэффициенты полинома FÂO
.

Пусть e — ортонормированный базис пространства �Q. Тогда:

a0(O) = det
(
[ÂO](e)

)
= det

(
[AO](e)

)
= det

(
A(O, e)

)
,

aN−1(O) = (−1)N−1 tr
(
[ÂO](e)

)
= (−1)N−1 tr

(
[AO](e)

)
= (−1)N−1 tr

(
A(O, e)

)
,

aN(O) = (−1)N .

Пусть: O ∈ Q, e — ортонормированный базис пространства Q. Обозначим: Ik(O, e) =

(−1)N−kaN−k при k = 1, N . Тогда: I1(O, e) = tr
(
A(O, e)

)
, IN(O, e) = det

(
A(O, e)

)
. Обозна-

чим, IN+1(O, e) = det
(
D
(
f(O, e)

))
.

Утверждение. Пусть: N ∈ N; Q — аффинное евклидово ориентированное простран-
ство над полем R, dim(Q) = N ; L — линейное пространство над полем R, dim(L) =
N + 1; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q.

Справедливо утверждение: Ik(O′, e′) = Ik(O, e) при: O,O′ ∈ Q, e, e′ — ортонормиро-
ванные базисы пространства Q, k = 1, N + 1.
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Доказательство. Пусть: O,O′ ∈ Q, e, e′ — ортонормированные базисы пространства Q.
Пусть k = 1, N . Тогда: Ik(O′, e′) = (−1)N−kaN−k(O

′) = (−1)N−kaN−k(O) = Ik(O, e).
Так как e, e′ — ортонормированные базисы, то:

α(e, e′)Tg(e)α(e, e′) = g(e′),

α(e, e′)T Ĩα(e, e′) = Ĩ ,

α(e, e′)Tα(e, e′) = Ĩ ,

det
(
α(e, e′)

)2
= 1.

Тогда:

IN+1(O
′, e′) = det

(
D
(
f(O′, e′)

))
= det

(
β(O, e;O′, e′)TD

(
f(O, e)

)
β(O, e;O′, e′)

)
=

det
(
β(O, e;O′, e′)

)2
det

(
D
(
f(O, e)

))
= det

(
α(e, e′)

)2
IN+1(O, e) = IN+1(O, e).
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