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СЕМИНАР 1

Простейшие понятия математической логики.
Множества

1. Основные понятия и факты

Высказывание — это повествовательное предложение, представляющее со-
бой утверждение, которому можно поставить в соответствие одно из двух ло-
гических значений: ложь (0) или истина (1). Высказывания обозначаются про-
писными латинскими буквами.

Основные логические операции над высказываниями — отрицание, конъ-
юнкция, дизъюнкция, импликация и эквивалентность. Они задаются с помо-
щью таблиц истинности.

Отрицание — логическая операция, в результате которой из данного выска-
зывания A получается новое высказывание ¬A («не-A», «неверно, что A», «A
не имеет места»). Таблица истинности для операции отрицания:

A ¬A
0 1
1 0

Конъюнкция — логическая операция, заключающаяся в соединении двух
высказываний A и B в новое высказывание A ∧B («A и B»), которое истинно
только в том случае, когда оба высказывания A и B истинны.

Дизъюнкция — логическая операция, заключающаяся в соединении двух
высказываний A и B в новое высказывание A∨B («A или B»), которое ложно
только в том случае, когда оба высказывания A и B ложны.

Импликация — логическая операция, заключающаяся в соединении двух
высказываний A и B в новое высказывание A ⇒ B («если A, то B»), которая
ложна лишь в одном случае — когда A истинно, а B ложно. Высказывание A
называется посылкой высказывания A⇒ B, высказывание B — его заключени-
ем. Импликация с ложной посылкой по определению истинна.

Эквивалентность — логическая операция, заключающаяся в соединении
двух высказываний A и B в новое высказывание A ⇐⇒ B («A тогда и только
тогда, когда B», «A эквивалентно B»), которое истинно в том и только том
случае, когда высказывания A и B оба истинны или оба ложны.

Таблица истинности для остальных операций:

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A ⇐⇒ B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Теорема 1.1. Справедливы следующие соотношения:
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(1) коммутативность:
A ∨B = B ∨ A,
A ∧B = B ∧ A;

(2) ассоциативность:

(A ∨B) ∨ C = A ∨ (B ∨ C),
(A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C);

(3) дистрибутивность:

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨C),
A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧C);

(4) законы поглощения:
A ∨ (A ∧B) = A,

A ∧ (A ∨B) = A;

(5) идемпотентность:

A ∨A = A, A ∧ A = A;

(6) свойства констант:

A ∨ 1 = 1, A ∨ 0 = A,

A ∧ 1 = A, A ∧ 0 = 0,

(7) закон исключённого третьего:

A ∨ ¬A = 1, A ∧ ¬A = 0;

(8) закон двойного отрицания:

¬¬A = A;

(9) законы де Моргана:
¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B;

¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B;

(10) закон контрапозиции:

(A⇒ B) = (¬B ⇒ ¬A);
(11) соотношения

(A⇒ 1) ⇐⇒ 1, (0 ⇒ A) ⇐⇒ 1,

(1 ⇒ A) ⇐⇒ A, (A⇒ 0) ⇐⇒ ¬A;

(12) соотношения

¬(A⇒ B) = (A ∧ ¬B); (A ∨B) = (¬A⇒ B).

Предикат — это выражение, содержащее переменные и превращающееся в
высказывание при подстановке вместо этих переменных каких-либо объектов.

Кванторы — это логические операции, которые по предикату P (x) строят
высказывание, дающее количественную характеристику области истинности
предиката P (x). Наиболее употребительны квантор общности ∀ и квантор су-
ществования ∃.
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Определение 1.1. Пусть P (x) — одноместный предикат, X — область воз-
можных значений переменной x. Обозначим через

(∀x ∈ X)P (x) (1)

следующее высказывание: «для любого x ∈ X высказывание P (x) истинно».
Символ ∀ называется квантором общности, а переход от предиката P к вы-
сказыванию (1) — навешиванием на предикат P квантора общности по пере-
менной x.

Определение 1.2. Пусть P (x) — одноместный предикат, X — область воз-
можных значений переменной x. Обозначим через

(∃x ∈ X)P (x) (2)

следующее высказывание: «существует такое x ∈ X , что высказывание P (x)
истинно». Символ ∃ называется квантором существования, а переход от пре-
диката P к высказыванию (2) — навешиванием на предикат P квантора суще-
ствования по переменной x.

Теорема 1.2. Справедливы следующие аналоги законов де Моргана:

¬(∀x ∈ X)P (x) == (∃x ∈ X)¬P (x), (3)
¬(∃x ∈ X)P (x) == (∀x ∈ X)¬P (x), (4)

Правило, выражаемое соотношениями (3), (4), можно сформулировать сле-
дующим образом: чтобы получить отрицание высказывания, начинающегося
с квантора, нужно квантор заменить на двойственный (т.е. квантор общ-
ности на квантор существования и наоборот) и перенести знак отрицания
за квантор.

Одноименные кванторы можно переставлять. «Разноименные» кванторы
можно переставлять только в одну сторону: утверждение

(∃x)(∀y)P (x, y) =⇒ (∀y)(∃x)P (x, y)
истинно, а утверждение

(∀y)(∃x)P (x, y) =⇒ (∃x)(∀y)P (x, y)
ложно. Таким образом, высказывания

(∃x)(∀y)P (x, y) и (∀y)(∃x)P (x, y)
не эквивалентны.

В математике доказательством называется цепочка логических умозаклю-
чений, показывающая, что при некотором наборе аксиом и правил вывода вер-
но некоторое утверждение. Доказанные утверждения называют теоремами;
если ни утверждение, ни его отрицание ещё не доказаны, то такое утвержде-
ние называют гипотезой.

Импликативная теорема имеет вид

A⇒ B;

высказывание A называют условием (посылкой) теоремы, B — заключением
(следствием).

Следствие B импликативной теоремы «A⇒ B» называется условием, необ-
ходимым для истинности посылки A. Без выполнения B утверждение A не мо-
жет быть истинным. Теорема, выражающая необходимое условие, называется
свойством.
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Посылка A теоремы «A ⇒ B» называется условием, достаточным для
выполнения следствия B. Если A истинно, то утверждение B заведомо верно.
Теорема, выражающая достаточное условие, называется признаком.

Рассмотрим следующие четыре теоремы, образованные из высказываний
A и B:

A =⇒ B, (5)
B =⇒ A, (6)

¬A =⇒ ¬B, (7)
¬B =⇒ ¬A. (8)

Теоремы (5) и (6) (и соответственно, теоремы (7) и (8)) называются взаимно
обратными теоремами. Теоремы (5) и (7) (и соответственно, теоремы (6) и
(8)) называются взаимно противоположными теоремами. Взаимно обратные
теоремы (5) и (6) почти не зависят друг от друга: истинность одной из них не
влечет ни истинности, ни ложности другой, однако эти теоремы не могут быть
одновременно ложными. Взаимно противоположные теоремы (5) и (7) связаны
аналогично.

В силу закона контрапозиции

(¬B ⇒ ¬A) == (A⇒ B)

теорема, противоположная к обратной, равносильна исходной. Этот прием
(«доказательство от противного») может быть использован для доказатель-
ства в случае, когда теорема, противоположная к обратной, доказывается про-
ще, чем исходная теорема.

В теории множеств имеется два неопределяемых понятия — множество и
элемент, и одно отношение между этими понятиями — отношение принадлеж-
ности, выражаемое словами «элемент принадлежит множеству» или «множе-
ство содержит элемент». Множества обычно обозначают прописными буквами
A, B, . . . , X , Y , . . . , элементы — строчными буквами a, b, . . . , x, y, . . . . Ес-
ли элемент a принадлежит множеству A, пишем a ∈ A (A ∋ a), а если не
принадлежит — то a /∈ A (A 6∋ A).

Запись A = {a, b, c, d} означает, что множество A состоит из элементов
a, b, c, d, а запись A = {a | P (a)} — что множество A состоит из всех элемен-
тов, обладающих свойством P (a) (характеристическим свойством); например,
[−2, 2] = {x | x2 6 4}.

Пустое множество ∅ не содержит элементов.
Множества A и B называются равными (запись A = B), если они состоят

из одних и тех же элементов.
Множество B называется подмножеством множества A (запись B ⊆ A или

A ⊇ B), если каждый элемент B является также элементом A:

(B ⊆ A)
def⇐⇒ (∀x ∈ B ⇒ x ∈ A).

Отношение между множествами, выражаемое словами «B является подмноже-
ством A», называется отношением включения. Множество всех подмножеств
данного множества A обозначается P(A) или 2A .

По определению, ∅ ⊆ A для любого множества A. Множества A и ∅ на-
зываются несобственными подмножествами множества A. Если же B ⊂ A
и существует такой элемент a ∈ A, что a /∈ B, то множество B называется
собственным подмножеством множества A; этот факт обозначается B ⊂ A.
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(a) Пересечение множеств (b) Объединение множеств

(c) Разность множеств (d) Симметрическая разность
множеств

Рис. 1: Диаграммы Эйлера, иллюстрирующие основные операции над множествами

Пересечением A∩B множеств A и B называется множество, состоящее из
всех элементов, которые одновременно принадлежат как множеству A, так и
множеству B:

A ∩B def
== {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Пустое множество является подмножеством самого себя, но при этом само
с собой не пересекается: ∅ ⊆ ∅, ∅ ∩∅ = ∅.

Объединением A∪B множеств A и B называется множество, состоящее из
всех элементов, которые принадлежат либо множеству A, либо множеству B,
либо обоим этим множествам:

A ∪B def
== {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Разностью A\B множеств A и B называется множество, состоящее из всех
элементов, принадлежащих множеству A, но не принадлежащих множеству B:

A \B def
== {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}.

Cимметрической разностью A△B множеств A и B называется множество

A△B def
== (A ∪B) \ (A ∩B).

Дополнением множества A называется множество A′, состоящее из всех
элементов, не принадлежащих A. Часто бывает удобно считать все множества,
участвующие в некотором рассуждении, подмножествами некоторого множе-
ства U , называемого универсальным множеством (универсумом); в этом слу-
чае дополнение A′ представляет собой разность U \A. Дополнение множества
A обозначается также A, ∁A.

Для наглядного изображения множеств и отношений между ними исполь-
зуются диаграммы Эйлера—Венна (см. рис. 1).

Будем говорить, что два множества A и B находятся в общем положении,
если существуют такие элементы a, b, c, что a ∈ A, a /∈ B, b ∈ B, b /∈ A, c ∈ A,
c ∈ B. Два множества в общем положении изображены на рис. 2, где символ
a, например, обозначает список всех элементов, содержащихся в множестве A,
но не содержащихся в множестве B и т. д.
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a b c

a
b

c

d

e

f

g

Рис. 2: Множества в общем положении

Аналогично вводится понятие трёх множеств в общем положении (см.
рис. 2).

Пусть {Aα | α ∈ A} — некоторая система множеств. Пересечение и объеди-
нение этих множеств определяются и обозначаются следующим образом:

⋂

α∈A

Aα
def
== {x | ∀α ∈ A : x ∈ Aα},

⋃

α∈A

Aα
def
== {x | ∃α ∈ A : x ∈ Aα}.

Используются также обозначения
n⋂

k=m

Ak,
n⋃

k=m

Ak и им подобные.

Теорема 1.3. Операции над множествами обладают следующими свой-
ствами:

(1) коммутативность:

A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪ A;
(2) ассоциативность:

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C),
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

(3) взаимная дистрибутивность:

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C),
(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C);

(4) законы поглощения:

(A ∩B) ∪B = B, (A ∪B) ∩B = B;

(5) законы дополнительности:

A ∩ A′ = ∅, A ∪ A′ = U ;

(6) A \B = A ∩B′ ;
(7) ∅

′ = U ; U ′ = ∅;
(8) законы де Моргана:

(A ∩B)′ = A′ ∪B′, (A ∪B)′ = A′ ∩B′. (9)
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Декартовым (прямым) произведением A×B множеств A и B называется
множество, состоящее из всех упорядоченных пар (a, b), где a ∈ A, b ∈ B:

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
Декартово произведение нескольких множеств A1, . . . , An — это множество
всех упорядоченных последовательностей, образованных элементами множеств
A1, . . . , An:

A1 × · · · ×An =
n×

i=1
Ai = {(a1, . . . , an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Декартова (прямая) степень множества A определяется соотношениями

A1 = A, An+1 = A×An, n ∈ N.

2. Контрольные вопросы и задания

1. Что такое высказывание? Приведите примеры.
2. Сформулируйте определение логической операции отрицания. Запишите

таблицу истинности для операции отрицания.
3. Сформулируйте определение конъюнкции. Запишите таблицу истинности

для конъюнкции.
4. Сформулируйте определение дизъюнкции. Запишите таблицу истинности

для дизъюнкции.
5. Сформулируйте определение импликации. Запишите таблицу истинности

для импликации.
6. Сформулируйте определение логической эквивалентности. Запишите табли-

цу истинности для эквивалентности.
7. Сформулируйте и запишите с помощью символов математической логики

закон исключённого третьего.
8. Даны высказывания A =«я учусь в университете», B =«я люблю матема-

тику». Прочтите следующие символические выражения: (а) ¬A; (б) ¬¬A;
(в) A ∧B; (г) A ∧ ¬B; (д) ¬A ∧B; (е) ¬A ∧ ¬B; (ж) ¬(A ∧B).

9. Даны высказыванияA =«этот треугольник равносторонний»,B =«этот тре-
угольник равнобедренный». Прочтите следующие символические выраже-
ния: (а) A ∨B; (б) A ∨ ¬A; (в) ¬A ∨B; (г) ¬A ∨ ¬B; (д) ¬(A ∨B).

10. Сформулируйте и запишите с помощью символов математической логики
закон двойного отрицания.

11. Сформулируйте и запишите с помощью символов математической логики
законы де Моргана.

12. Запишите закон контрапозиции.
13. Что такое предикат? Что такое область истинности предиката? Приведите

примеры.
14. Что такое квантор общности? Приведите пример его использования.
15. Что такое квантор существования? Приведите пример его использования.
16. Чему эквивалентно высказывание ¬(∀x ∈ X)P (x)?
17. Чему эквивалентно высказывание ¬(∃x ∈ X)P (x)?
18. Сформулируйте правило построения отрицания выражения, начинающего-

ся с кванторов. Приведите примеры.
19. Можно ли переставить кванторы в высказывании (∀x)(∀y)P (x, y)?
20. Можно ли переставить кванторы в высказывании (∃x)(∃y)P (x, y)?
21. Можно ли переставить кванторы в высказывании (∃x)(∀y)P (x, y)?
22. Можно ли переставить кванторы в высказывании (∀y)(∃x)P (x, y)?
23. Что такое теорема? Что такое гипотеза?
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24. Что такое необходимое условие? Приведите примеры.
25. Что такое достаточное условие? Приведите примеры.
26. Что такое противоположная теорема?
27. Что такое обратная теорема?
28. Сформулируйте связь между противоположной и обратной теоремами.
29. Что такое «доказательство от противного»?
30. Составьте список элементов множества, заданного характеристическим

свойством:
(a) A = {x | x ∈ Z ∧ |x| < 3};
(b) B = {x | x ∈ N ∧ |x| < 3}.

31. Пусть A, B — заданные точки плоскости. Опишите следующие множества
точек плоскости:
(a) A = {M | AM = 3};
(b) B = {M | AM = BM}.

32. Какая разница между записями A ∈ B и A ⊆ B?
33. Равны ли множества {1, 2, 3} и {1, {2, 3}}?
34. Верно ли, что {1, 2} ∈ {1, 2, {1, 3}}? Верно ли, что {1, 2} ⊂ {1, 2, {1, 3}}?
35. Верно ли, что {1, 3} ∈ {1, 2, {1, 3}}? Верно ли, что {1, 3} ⊂ {1, 2, {1, 3}}?
36. Является ли множество {0} пустым?
37. Приведите пример таких A и B, что:

(a) высказывание A ∈ B истинно, A ⊂ B ложно;
(b) A ∈ B ложно, A ⊂ B истинно;
(c) оба высказывания A ∈ B и A ⊂ B истинны.

38. Приведите пример таких A, B, C, что A ∈ B, B ∈ C, A ⊂ C.
39. Приведите пример таких A, B, C, что A ∈ B, B ∈ C, A /∈ C.
40. Для каждой двух из следующих множеств укажите, является ли одно из них

подмножеством другого: A = {1}, B = {1, 2}, C = {1, 2, 3}, D = {{1}, 2, 3},
E = {{1, 2}, 3}.

41. Найдите пересечение, объединение, разность и симметрическую разность
множеств A и B, если
(a) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {2, 4, 6, 8, 10};
(b) A = (−4; 2], B = [−2; 4).

42. Множество A состоит из чётных натуральных чисел, множество B — из на-
туральных чисел, делящихся на 3, множество C — из натуральных чисел,
делящихся на 12. Изобразите множества с помощью диаграммы Эйлера.

43. Дано множество A = {1, 2, 3}. Перечислите все элементы множества A×A.
44. Даны множества A = {1, 2, 3}, B = {a, b}. Перечислите все элементы мно-

жеств A×B и B ×A. Верно ли, что A×B = B ×A?

3. Примеры решения задач

Пример 1.1. Дано высказывание: «Если четырёхугольник является прямо-
угольником, то вокруг него можно описать окружность». Запишите его в виде
импликации A ⇒ B. Постройте высказывания B ⇒ A, ¬A ⇒ ¬B, ¬B ⇒ ¬A.
Какие из них истинны?

Введём следующие высказывания:
A = «данный четырёхугольник является прямоугольником»,

B = «вокруг данного четырёхугольника можно описать окружность».

Тогда A ⇒ B — истинное высказывание. Высказывание B ⇒ A («если вокруг
четырёхугольника можно описать окружность, то он является прямоугольни-
ком») ложно (например, окружность можно описать вокруг трапеции).
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Высказывание ¬A⇒ ¬B («если четырёхугольник не является прямоуголь-
ником, то вокруг него нельзя описать окружность») ложно (см. предыдущий
пример).

Высказывание ¬B ⇒ ¬A («если вокруг четырёхугольника нельзя описать
окружность, то он не является прямоугольником») истинно, поскольку полу-
чено из исходного истинного высказывания A⇒ B с помощью контрапозиции.

Пример 1.2. Докажите, что высказывание A⇒ (B ⇒ A) является истин-
ным независимо от того, истинно или ложно высказывание A.

Построим таблицу истинности для высказывания A⇒ (B ⇒ A):

A B B ⇒ A A⇒ (B ⇒ A)
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 1

Последний столбец показывает, что высказывание A ⇒ (B ⇒ A) истинно при
любых A и B.

Пример 1.3. Докажите с помощью таблиц истинности закон контрапози-
ции.

Заполним таблицы истинности для высказываний A ⇒ B и ¬B ⇒ ¬A (во
второй из этих таблиц введены вспомогательные столбцы для отрицаний ¬A
и ¬B):

A B A⇒ B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

A B ¬A ¬B ¬B ⇒ ¬A
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 1 0 0 1

(здесь использованы таблицы истинности для операций отрицания и импли-
кации). Обычно при решении задач составляется единая таблица, содержащая
всю необходимую информацию:

A B A⇒ B ¬A ¬B ¬B ⇒ ¬A
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1

Сравнивая истинностные значения высказываний A ⇒ B и ¬B ⇒ ¬A, видим,
что они совпадают при любых истинностных значениях высказываний A и B.

Пример 1.4. Докажите с помощью таблиц истинности закон поглощения
A ∨ (A ∧B) = A.

Доказательство сводится к заполнению таблицы истинности
A B A ∧B A ∨ (A ∧B)
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1

(здесь использованы таблицы истинности для операций конъюнкции и дизъ-
юнкции). Сравнивая истинностные значения высказываний A и A ∨ (A ∧ B),
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видим, что они совпадают при любых истинностных значениях высказываний
A и B.

Пример 1.5. Пусть Ak — множество всех точек плоскости, лежащих внут-
ри круга радиуса 2k с центром в фиксированной точке O, n ∈ Z. Найдите

∞⋂

k=−∞
Ak и

∞⋃

k=−∞
Ak.

Решение. Множество
∞⋂

k=−∞
Ak содержит единственную точку — общий

центр O рассматриваемых кругов, поскольку для каждой точки A 6= O най-
дётся круг, не содержащий её (а именно, любой круг радиуса < AO).

Множество
∞⋃

k=−∞
Ak совпадает со всей плоскостью, поскольку для каждой

точки B плоскости найдётся круг, содержащий эту точку (а именно, любой
круг радиуса > BO).

Пример 1.6. Докажите равенство

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Решение. Пусть x ∈ (A ∪ B) ∩ C; это означает, что x входит в C и по
крайней мере в одно из множеств A или B. Но тогда x принадлежит хотя бы
одному из множеств A∩C или B∩C, т.е. входит в правую часть доказываемого
равенства. Обратно, пусть x ∈ (A ∩C) ∪ (B ∩C), т.е. x ∈ A ∩C или x ∈ B ∩C.
Следовательно, x ∈ C и, кроме того, x входит в A или в B, т.е. X ∈ A∪B, так
что x ∈ (A ∪B) ∩ C. Равенство доказано.

Приведённое рассуждение можно записать с помощью логической симво-
лики. При проведении выкладок мы пользуемся правилами преобразования
логических выражений, сформулированными в теореме 1.1:

x ∈ (A ∪B) ∩ C ⇐⇒ x ∈ A ∪B ∧ x ∈ C ⇐⇒

⇐⇒
(
x ∈ A ∨ x ∈ B

)
∧ (x ∈ C) ⇐⇒

⇐⇒
(
x ∈ A ∧ x ∈ C

)
∨

(
x ∈ B ∧ x ∈ C

)
⇐⇒

⇐⇒
(
x ∈ A ∩ C

)
∪

(
x ∈ B ∩ C

)
⇐⇒

⇐⇒ x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Задачу можно решить при помощи диаграмм Эйлера. Рассмотрим три мно-
жества A,B,C в общем положении (см. рис. 3):

A = {a, b, d, e}, B = {b, c, e, f}, C = {d, e, f, g}.

Имеем:

A ∪B = {a, b, c, d, e, f}, (A ∪B) ∩ C = {d, e, f},
A ∩ C = {d, e}, B ∩C = {e, f}, (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = {d, e, f},

что и требовалось доказать.

Пример 1.7. Докажите равенство

A△B = (A \B) ∪ (B \A).
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a
b

c

d

e
f

g

A B

C

Рис. 3: К задаче 1.6

1 2 3

A B

Рис. 4: К задаче 1.7

Решение. Способ 1.

A△B = (A ∪B) \ (A ∩B) = (A ∪B) ∩ (A ∩B)′ =

= (A ∪B) ∩ (A′ ∪B′)
︸ ︷︷ ︸

=C

= (A ∪B) ∩ C =

= (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) =
(
A ∩ (A′ ∪B′)

)
∪

(
B ∩ (A′ ∪B′)

)
=

=
(
(A ∩A′)
︸ ︷︷ ︸

∅

∪(A ∩B′)
)
∪

(
(B ∩ A′) ∪ (B ∩B′)

︸ ︷︷ ︸
∅

)
=

=
(
∅ ∪ (A ∩B′)

)
∪

(
(B ∩A′) ∪∅

)
= (A ∩B′) ∪ (B ∩ A′) =

= (A \B) ∪ (B \A).
Способ 2. Рассмотрим два множестваA и B в общем положении (см. рис. 4);

A = {1, 2}, B = {2, 3}, где символы 1, 2, 3 означают соответствующие списки
элементов (например 1 — список элементов, лежащих в A, но не лежащих в B
и т. п.). По определению

A△B = (A ∪B︸ ︷︷ ︸
={1,2,3}

) \ (A ∩B︸ ︷︷ ︸
={2}

) = {1, 3}.

Далее,
(A \B
︸ ︷︷ ︸
={1}

) ∪ (B \A
︸ ︷︷ ︸
−{3}

) = {1, 3},

что совпадает с A△B.

Пример 1.8. Группе студентов был задан вопрос о том, какими иностран-
ными языками они владеют. Выяснилось, что один человек владеет англий-
ским, немецким и французским, двое — английским и немецким, трое — англий-
ским и французским, четверо — немецким и французским, пятеро — только ан-
глийским, шестеро — только немецким, семеро — только французским и восемь
человек не владеют ни одним из этих языков. Сколько студентов приняло уча-
стие в опросе?

Решение. Изобразив с помощью диаграммы Эйлера данные задачи (см.
рис. 5), с помощью прямого подсчёта убеждаемся, что в опросе приняло уча-
стие 36 человек.
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5
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А Н
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Рис. 5: К задаче 1.8

A B

C

Рис. 6: К задаче 1.9

Пример 1.9. Изобразите на диаграмме Эйлера множество A ∪ (B \ C).
Решение изображено на рис. 6

Пример 1.10. Докажите, что для любых элементов a1, b1, a2, b2 равен-
ство {{a1}, {a1, b1}} = {{a2}, {a2, b2}} выполняется тогда и только тогда, когда
a1 = a2 и b1 = b2.

Решение. Докажем импликацию ⇒. Пусть

{{a1}, {a1, b1}} = {{a2}, {a2, b2}}. (10)

1. Пусть a1 6= b1; тогда множество {a1, b1} состоит из двух элементов.
Так как оно принадлежит левой части равенства (10), то принадлежит и пра-
вой, так что либо {a1, b1} = {a2, b2}, либо {a1, b1} = {a2}, что невозможно,
ибо двухэлементное множество не может быть равно одноэлементному. Итак,
{a1, b1} = {a2, b2}. Далее, одноэлементное множество {a1} принадлежит левой
части равенства (10), поэтому оно принадлежит также правой и следователь-
но равно {a2} (поскольку не может быть равным двухэлементному множеству
{a2, b2}). Отсюда a1 = a2 и b1 = b2.

2. Аналогично рассматривается ситуация, когда a2 6= b2.
3. Осталось рассмотреть случай a1 = b1. Левая часть (10) равна

{{a1}, {a1, b1}} = {{a1}, {a1, a1}} = {{a1}, {a1}} = {{a1}},

т.е. представляет собой множество с единственным элементом {a1}. Но тогда и
правая часть должны быть одноэлементным множеством, т.е. {a2} = {a2, b2},
что возможно лишь при a2 = b2; следовательно правая часть (10) равна {{a2}}.
Получаем, что a1 = a2, так что все четыре элемента a1, a2, b1, b2 совпадают.

Импликация ⇐ очевидна.
В силу этой задачи упорядоченную пару (a, b) можно определить в

теоретико-множественных терминах как {{a}, {a, b}}.

Пример 1.11. Докажите, что для любых множеств A, B, C выполняется
соотношение (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).
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Решение. Имеем:
(x, y) ∈ (A ∩B)× C ⇐⇒ x ∈ A ∩B ∧ y ∈ C ⇐⇒

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ y ∈ C ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ A ∧ y ∈ C ∧ y ∈ C ∧ x ∈ B ⇐⇒
⇐⇒ (x, y) ∈ A× C ∧ (x, y) ∈ A× C ⇐⇒
⇐⇒ (x, y) ∈ (A× C ∩ (A× C).

4. Задачи для самостоятельного решения

1.1. Укажите, какие из следующих выражений являются высказываниями,
и определите их истинностные значения:

(1) азот — газ;
(2) я учусь в университете;
(3) снег белый;
(4) белый снег;
(5) x > 0;
(6) (x+ y)2;
(7) (x+ y)2 = x2 + y2;
(8) (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2.

1.1. Выражения (1), (2), (3) — высказывания, но их истинностные значе-
ния можно определить только при дополнительных условиях (например, азот
не всегда является газом). (4), (6) не являются высказываниями, поскольку
не обладают истинностными значениями. (5) является не высказыванием, а
предикатом. (7), (8) — ложное и истинное высказывания соответственно.

1.2. Является ли высказыванием следующее предложение: «Это предло-
жение ложно.»?

1.2. Нет. Предположения об истинности или ложности данного предло-
жения приводят к противоречию.

1.3. Расчлените следующие сложные высказывания на простые и запишите
с помощью логической символики:

(1) сегодняшний день солнечный и тёплый;
(2) сегодняшний день солнечный, но не тёплый;
(3) данный четырёхугольник — квадрат или ромб;
(4) Петя и Вася решили задачу;
(5) автором этой книги является Иванов или Петров;
(6) это ни необходимо, ни желательно.

1.3. Введём обозначения: A =«сегодняшний день солнечный»,
B =«сегодняшний день тёплый». Тогда (1) и (2) записываются как A ∧ B
и A ∧ ¬B. При обозначениях C =«данный четырёхугольник — квадрат»,
D =«данный четырёхугольник — ромб» высказывание (3) записывается в виде
C ∨D. При обозначениях E =«это необходимо», F =«это желательно» выска-
зывание (6) можно записать в виде ¬E ∧ ¬F = ¬(E ∨ F ).

1.4. Пусть A и B — два данных высказывания. С помощью операций ¬ и
∧ построить из A и B такое сложное высказывание C, что

(1) C истинно тогда и только тогда, когда A и B оба истинны;
(2) C истинно тогда и только тогда, когда A истинно, а B ложно;
(3) C истинно тогда и только тогда, когда A и B оба ложны;
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(4) C ложно тогда и только тогда, когда A и B оба истинны.

1.4. (1) A ∧B; (2) A ∧ ¬B; (3) ¬A ∧ ¬B; (4) ¬(A ∧B).

1.5. Из простых высказываний A, B, C построить составное высказывание,
которое было бы истинно тогда и только тогда, когда истинна только одна
(безразлично какая) из компонент.

1.5. (A ∧ ¬B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C).
1.6. Какие из следующих импликаций истинны:
(1) если 2 · 2 = 4, то 2 < 3;
(2) если 2 · 2 = 4, то 2 > 3;
(3) если 2 · 2 = 5, то 2 < 3;
(4) если 2 · 2 = 5, то 2 > 3;
(5) если сегодня понедельник, то завтра вторник;
(6) если сегодня понедельник, то завтра суббота.

1.6. Импликации (1), (3), (4), (5) истинны, (2) ложна. Импликация (6)
истинна в любой день, кроме понедельника.

1.7. Пусть A и B — два данных высказывания. С помощью операций ¬ и
⇒ построить из A и B такое сложное высказывание C, что

(1) C ложно тогда и только тогда, когда A и B оба истинны;
(2) C ложно тогда и только тогда, когда A истинно, а B ложно;
(3) C ложно тогда и только тогда, когда A ложно, а B истинно;
(4) C истинно тогда и только тогда, когда A ложно, а B истинно.

1.7. (1) A⇒ ¬B; (2) A⇒ B; (3) A⇒ A; (4) ¬(B ⇒ A).

1.8. Запишите с помощью логической символики следующие высказывания
и установите их истинностные значения:

(1) для того чтобы треугольник был равносторонним, необходимо, чтобы
его углы были равны;

(2) для того чтобы треугольник был равносторонним, достаточно, чтобы
его углы были равны;

(3) для того чтобы число делилось на три, необходимо, чтобы оно дели-
лось на шесть;

(4) для того чтобы число делилось на три, достаточно, чтобы оно дели-
лось на шесть.

1.8. Если A =«данный треугольник — равносторонний», B =«углы дан-
ного треугольника равны», то истинное высказывание (1) записывается в виде
A ⇒ B, а истинное высказывание (2) — в виде B ⇒ A. Если C =«число x
делится на три», D =«число x делится на 6», то ложное высказывание (3)
записывается в виде C ⇒ D, а истинное высказывание (4) — в виде D ⇒ C.

1.9. Запишите с помощью логической символики следующие высказывания
и определите их истинностные значения:

(1) для того чтобы произведение чисел обращалось в нуль, необходимо и
достаточно, чтобы один из сомножителей был равен нулю;

(2) сумма чисел делится на 3 тогда и только тогда, когда все слагаемые
делятся на 3;

(3) если четырехугольник является квадратом, то все углы его прямые,
и обратно.
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Исправьте ложные высказывания так, чтобы получились истинные высказы-
вания.

1.9. (1) Введём обозначения Ak = «xk = 0», где k = 1, . . . , N , N — число

сомножителей, B = «
N∏

k=1

xk = 0». Тогда истинное высказывание (1) записыва-

ется в виде B ⇐⇒ (A1 ∨ A2 ∨ · · · ∨ AN ) или B ⇐⇒
N∨

k=1

Ak.

(2) Введём обозначения Ck = «число xk делится на 3», где k = 1, . . . , N ,

N — число слагаемых, D = «
N∑

k=1

xk делится на 3». Тогда ложное высказывание

(2) записывается в виде (C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ CN ) ⇐⇒ D или
N∧

k=1

Ck ⇐⇒ D.

Высказывание
N∧

k=1

Ck ⇒ D истинно.

(3) Введём обозначения E =«данный четырёхугольник является квадра-
том», F =«все углы данного четырехугольника прямые». Тогда ложное выска-
зывание (3) записывается в виде E ⇐⇒ F . Высказывание E ⇒ F истинно.

1.10. Приведите примеры таких высказываний A и B, чтобы
(1) прямая и обратная импликация их были истинны;
(2) прямая импликация была истинной, а обратная ложной;
(3) прямая импликация была ложной, а обратная истинной.

1.11. Докажите с помощью таблиц истинности закон двойного отрицания
и закон исключённого третьего.

1.11.
¬¬A = A A ∨ ¬A = 1 A ∧ ¬A = 0
A ¬A ¬¬A
0 1 0
1 0 1

A ¬A A ∨ ¬A
0 1 1
1 0 1

A ¬A A ∧ ¬A
0 1 0
1 0 0

1.12. Докажите с помощью таблиц истинности законы де Моргана
¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B, ¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B.

1.12. Для ¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B:

A B A ∧B ¬(A ∧B) ¬A ¬B ¬A ∨ ¬B
0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

Для ¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B:

A B A ∨B ¬(A ∨B) ¬A ¬B ¬A ∧ ¬B
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

1.13. Докажите с помощью таблиц истинности соотношения ¬(A⇒ B) = (A∧¬B),
(A ∨B) = (¬A⇒ B).
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1.13. Для ¬(A⇒ B) = (A ∧ ¬B):

A B A⇒ B ¬(A⇒ B) ¬B A ∧ ¬B
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

Для (A ∨B) = (¬A⇒ B):

A B A ∨B ¬A ¬A⇒ B
0 0 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 1 0 1
1 1 1 0 1

1.14. Найдите
∞⋂

n=1
An и

∞⋃

n=1
An, если

(a) An =

[
− 1

n
,
1

n

]
;

(b) An =

(
− 1

n
,
1

n

)
;

(c) An =

[
0,

1

n

]
;

(d) An =

(
0,

1

n

)
;

1.14. (a) ∩ = {0}, ∪ = [−1; 1];
(b) ∩ = {0}, ∪ = (−1; 1);
(c) ∩ = {0}, ∪ = [0; 1);
(d) ∩ = ∅, ∪ = (0; 1);

1.15. Условимся считать треугольником множество всех точек, лежащих
на контуре треугольника и внутри его. Найдите

⋂

A∈A
A и

⋃

A∈A
A, где

(a) A — множество всех треугольников, вписанных в данный круг Ω;
(b) A — множество всех правильных треугольников, вписанных в данный

круг Ω.

1.15. (a) ∩ = ∅, ∪ = Ω;
(b) ∩ — круг с тем же центром, что Ω, и вдвое меньшего радиуса, ∪ = Ω.

1.16. Докажите следующие соотношения:
(a) A ∪ (B \A) = A ∪B;
(b) A \ (A \B) = A ∩B;
(c) B ∩ (A \B) = ∅;
(d) (A \B)′ = A′ ∪ (A ∩B);
(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
(f) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
(g)

(
(C \A) ∩ (C \B)

)′
= A ∪B ∪C′.

1.17. Докажите или опровергните следующие соотношения:
(a) (A \B) ∪ C = (A ∪ C) \ (B ∪ C);
(b) (A \B) \ C = (A \ C) \B.
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1.17. (a) неверно; (b) верно.

1.18. Докажите следующие соотношения:

(a) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);
(b) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
(c) A× (B△C) = (A× (B ∪ C)) \ (A× (B ∩ C));
(d) (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D);
(e) (A ∩B)× (C ∩D) = (A×D) ∩ (B × C).

1.19. В группе из 35 спортсменов 24 человека занимаются футболом, 18
волейболом, 12 баскетболом, 10 футболом и волейболом, 8 футболом и баскет-
болом, 5 волейболом и баскетболом. Сколько человек занимается всеми тремя
видами спорта?

1.19. 4.

1.20. Пусть A, B, C — множества в общем положении. Изобразите на диа-
грамме Эйлера следующие множества:

(a) A ∩B ∩ C;
(b) (A ∩B) \ C;
(c) (A ∩B) ∪ (B ∩C) ∪ (A ∩ C);
(d) (A′ ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B′ ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C′);
(e) A \ (B ∪ C) = A ∩B′ ∩ C′;
(f) A \ (B△C);
(g) (A ∩B′ ∩ C′) ∪ (B ∩C);
(h) (A△B) \ C = (A△B) ∩C′;
(i) (A ∩B ∩C) ∪

(
(A ∪B) \ C

)
.
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1.20.

A B

C

A B

C

A B

C

(a) (b) (c)

A B

C

A B

C

A B

C

(d) (e) (f)

A B

C

A B

C

A B

C

(g) (h) (i)
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1.21. Для каждой диаграммы Эйлера запишите соответствующее множе-
ство:

A B

C

A B

C

A B

C

(a) (b) (c)

A B

C

A B

C

A B

C

(d) (e) (f)

1.21.

(a) (A ∪B) \ C;
(b) (A ∩B ∩C) ∪ (A ∩B′ ∩ C′) ∪ (A′ ∩B ∩ C′) ∪ (A′ ∩B′ ∩ C);
(c)

(
(A ∪B)△C

)
∪ (A ∩B ∩ C);

(d) A ∪ (B ∩C);
(e) (A′ ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B′ ∩ C′);
(f) A ∪ (B ∩C′).





СЕМИНАР 2

Простейшие понятия аналитической геометрии

1. Основные понятия и факты

Предполагается, что читатель свободно владеет основными геометрически-
ми понятиями и фактами из курса геометрии средней школы. Прежде чем
приступать к решению задач, необходимо изучить материал лекции ?? по по-
собию [?].

Термины и факты, используемые в данном разделе:
1. Точки, прямые, плоскости.
2. Параллельность прямых и плоскостей.
3. Отрезок, его длина.
4. Луч; одинаково направленные и противоположно направленные лучи.
5. Ориентация прямой; ось.
6. Направленный отрезок (связанный вектор), его длина.
7. Коллинеарные и компланарные направленные отрезки.
8. Ось координат.
9. Направленные отрезки, имеющие одинаковое и противоположное направле-

ние.
10. Равенство направленных отрезков.
11. Откладывание направленного отрезка от точки.
12. Угол, его величина.
13. Ориентированный угол, его величина.
14. Ориентация плоскости.
15. Углы между прямыми, между осями, между направленными отрезками.
16. Проекция точки на прямую параллельно другой прямой (на плоскости).
17. Проекция точки на плоскость параллельно прямой (в пространстве).
18. Проекция точки на прямую параллельно плоскости (в пространстве).
19. Ортогональные проекции.
20. Проекция направленного отрезка на прямую и на ось (на плоскости).
21. Проекция направленного отрезка на прямую и на ось (в пространстве).
22. Проекция направленного отрезка на плоскость параллельно прямой (в про-

странстве).
23. Декартовы прямоугольные и косоугольные системы координат.
24. Расстояние между точками M1(x1, y1) и M2(x2, y2) на плоскости:

|M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

25. Расстояние между точками M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2) в пространстве:

|M1M2| =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

26. Направляющие косинусы радиус-вектора
−→
OA точки A(x, y, z):

cosα =
x√

x2 + y2 + z2
, cosβ =

y√
x2 + y2 + z2

, cos γ =
z√

x2 + y2 + z2
.

23
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27. Зависимость между направляющими косинусами:

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

28. Координаты точки M(x, y, z), делящей заданный отрезок [AB] в отношении
α : β, считая от точки A:

x =
βx1 + αx2
α+ β

, y =
βy1 + αy2
α+ β

, z =
βz1 + αz2
α+ β

,

где (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) — координаты точек A и B соответственно.
29. Полярная система координат на плоскости.
30. Формулы связи прямоугольных декартовых и полярных координат:

{
x = r cosϕ,

y = r sinϕ,






r =
√
x2 + y2,

cosϕ =
x

√
x2 + y2

,

sinϕ =
y√

x2 + y2
.

31. Цилиндрическая система координат в пространстве.
32. Формулы связи прямоугольных декартовых и цилиндрических координат:






x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = h,






r =
√
x2 + y2,

cosϕ =
x

√
x2 + y2

,

sinϕ =
y√

x2 + y2
,

h = z.

33. Сферическая и географическая системы координат в пространстве.
34. Формулы связи прямоугольных декартовых и сферических координат:






x = r cosϕ sin θ,

y = r sinϕ sin θ,

z = r cos θ.

35. Формулы связи прямоугольных декартовых и географических координат:





x = r cosϕ cosϑ,

y = r sinϕ cosϑ,

z = r sinϑ.

36. Уравнения линий и поверхностей.
37. Уравнения цилиндрических поверхностей.
38. Уравнения прямых на плоскости: уравнение с угловым коэффициентом,

уравнение «в отрезках».
39. Уравнения окружностей.
40. Уравнения парабол и гипербол.
41. Уравнение эллипса; его вывод.
42. Параметрические уравнения линий на плоскости и в пространстве.
43. Параметрические уравнения поверхностей.
44. Пересечения и проекции линий и поверхностей.
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2. Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте знание основных понятий, терминов, фактов, перечисленных в
предыдущем пункте.

2. Пусть a, b— прямые, α— плоскость, причём a ‖ α и b ‖ α. Верно ли, что
a ‖ b?

3. Перечислите свойства расстояния между двумя точками.
4. Перечислите свойства, которыми обладает отношение сонаправленности лу-

чей.
5. Какие направленные отрезки называются коллинеарными? компланарны-

ми?
6. Сформулируйте определение равенства направленных отрезков.
7. Сформулируйте и докажите теорему об откладывании направленного от-

резка от произвольной точки.
8. Сформулируйте определения различных видов проекции точки. Сделайте

чертежи.
9. Запишите формулу для нахождения ортогональной проекции направленно-

го отрезка на ось координат.
10. Направленный отрезок имеет длину 2 и составляет угол 120◦ с осью коор-

динат. Чему равна его проекция на эту ось?
11. Направленный отрезок имеет длину 5, а его проекция на ось Ox прямо-

угольной декартовой системы координат равна −4. Найдите проекцию этого
направленного отрезка на ось Oy, если известно, что он составляет с этой
осью (a) острый угол; (b) тупой угол.1

12. Направленный отрезок
−−→
AB имеет длину 17, координаты конца B(−7; 3), про-

екция на ось ординат равна 15. Найдите координаты начала этого направ-
ленного отрезка при условии, что он составляет с этой осью (a) острый угол;
(b) тупой угол.2

13. Выведите формулы для вычисления длины отрезка на плоскости и в про-
странстве.

14. Выведите формулы для вычисления направляющих косинусов радиус-
вектора точки.

15. Найдите расстояние от точки A(12,−4, 3) до начала координат и направля-
ющие косинусы радиус-вектора

−→
OA.3

16. Выведите формулу, выражающую связь между направляющими косинуса-
ми направленного отрезка.

17. Выведите формулы деления отрезка в заданного отношении.
18. Даны координаты концов однородного стержняA(2;−6) и B(−4; 8). Найдите

координаты его центра.4
19. Определите координаты концов отрезка, который точками P (2; 2) и Q(1; 5)

разделён на три равные части.5

1 (a) 3; (b) −3.

2 (a) (−15;−12); (b) (1;−12).

3 |OA| = 13, cosα =
12

13 , cos β = −
4

13 , cos γ =
3

13 .

4 C(−2; 1).

5 (3;−1), (0; 8).
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20. Точка C делит отрезок [AB], где A(4;−3; 1), B(−1; 7; 1) в отношении 2 : 3.
Найдите её координаты.1

21. Что такое полярная система координат на плоскости? В каких пределах из-
меняются полярные координаты точки? Запишите формулы, связывающие
полярные координаты точки и её прямоугольные декартовы координаты.

22. Найдите полярные координаты точек A(3; 4), B(−3; 4), C(−3;−4), D(3;−4).
Полярные углы (0 6 ϕ < 2π) выразите через арктангенс.2

23. Что такое цилиндрическая система координат в пространстве? В каких пре-
делах изменяются цилиндрические координаты точки? Запишите формулы,
связывающие цилиндрические координаты точки и её прямоугольные декар-
товы координаты.

24. Что такое сферическая система координат в пространстве? В каких преде-
лах изменяются сферические координаты точки? Запишите формулы, свя-
зывающие сферические координаты точки и её прямоугольные декартовы
координаты.

25. Что такое географическая система координат в пространстве? В каких пре-
делах изменяются географические координаты точки? Запишите формулы,
связывающие географические координаты точки и её прямоугольные декар-
товы координаты.

26. Найдите сферические и географические координаты следующих точек, за-
данных в прямоугольной декартовой системе координат:A

(
−
√
6;−

√
2; 2

√
2
)
,

B
(
−
√
3; 3;−2

)
, C

(
1;−

√
3;−2

√
3

)
.3

27. Перечислите известные вам способы задания линий на плоскости.
28. Перечислите известные вам способы задания линий в пространстве.
29. Перечислите известные вам способы задания поверхностей в пространстве.
30. Какой вид имеет уравнение цилиндрической поверхности в пространстве,

образующая которой параллельно оси Oz? оси Ox?
31. Запишите известные вам типы уравнений прямой на плоскости. Объясните

геометрический смысл коэффициентов, входящих в эти уравнения.
32. Запишите уравнение окружности в прямоугольной декартовой системе ко-

ординат и объясните геометрический смысл коэффициентов, входящих в
это уравнение.

33. Через точку A(4; 2) проведена окружность, касающаяся обеих координат-
ных осей. Запишите уравнение этой окружности.4

34. Запишите параметрическое уравнение окружности и объясните геометриче-
ский смысл параметра.

35. Приведите примеры параметрических уравнений пространственных линий.
36. Приведите примеры параметрических уравнений поверхностей в простран-

стве.

1 C(2; 1; 1).

2 A
(

5; arctg
4

3

)

, B
(

5;π − arctg
4

3

)

, C
(

5; π + arctg
4

3

)

, D
(

5; 2π − arctg
4

3

)

.

3 Сферические координаты (r, θ, ϕ), θ ∈ [0;π], ϕ ∈ [0; 2π): A
(

4;
π

4
;
7π

6

)

,

B

(

4;
2π

3
;
2π

3

)

, C
(

4;
5π

6
;
5π

3

)

. Географические координаты (r, ϑ, φ), ϑ ∈
[

−
π

2
;
π

2

]

,

ϕ ∈ (−π; π]: A
(

4;
π

4
;−

5π

6

)

, B
(

4;−
π

6
;
2π

3

)

, C
(

4;−
π

3
;−

π

3

)

.

4 (x− 2)
2
+ (y − 2)

2
= 4 или (x− 10)

2
+ (y − 10)

2
= 100.
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O x

y

2π
4π

Рис. 1: Спираль Архимеда (к за-
даче 2.2)

O x

y

r

ϕ

Рис. 2: К задаче 2.3

3. Примеры решения задач

Пример 2.1. Запишите уравнение прямой Ax + By = C, где C > 0, в
полярных координатах.

Решение. Используя формулы x = r cosϕ, y = r sinϕ, получим

Ar cosϕ+Br sinϕ = C

откуда

r
√
A2 +B2

(
A√

A2 +B2
cosϕ+

B√
A2 +B2

sinϕ

)
= C.

Введём угол θ, определяемый соотношениями

cos θ =
A√

A2 +B2
, sin θ =

B√
A2 +B2

(такой угол определяется однозначно с точностью до 2πn). Таким образом,
получаем

r
√
A2 +B2 (cos θ cosϕ+ cos θ sinϕ) = C ⇐⇒ r =

C√
A2 +B2 cos(ϕ− θ)

.

Диапазон изменения угла ϕ должен быть таким, чтобы

cos(ϕ− θ) > 0;

отсюда находим

−π
2
< ϕ− θ <

π

2
⇐⇒ θ − π

2
< ϕ < θ +

π

2
.

Ответ: r =
C√

A2 +B2 cos(ϕ− θ)
, θ − π

2
< ϕ < θ +

π

2
.

Пример 2.2. Изобразите линию, имеющую в полярных координатах урав-
нение r = kϕ, k > 0.

Решение. Данную линию можно рассматривать как траекторию точки,
равномерно движущейся по лучу, который совершает равномерное вращение
вокруг своего начала. Фрагмент линии r = ϕ, отвечающий изменению ϕ от 0
до 4π, изображен на рис. 1. Линия называется спиралью Архимеда.
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Пример 2.3. Получите параметрические уравнения окружности радиуса
R с центром на оси Ox, проходящей через начало координат (см. рис. 2).

Решение. Поскольку центр C окружности имеет координаты C(R, 0), её
уравнение в декартовых координатах имеет вид

(x−R)2 + y2 = R2 ⇐⇒ x2 + y2 = 2Rx.

Вводя полярные координаты r, ϕ, связанные с декартовыми формулами
x = r cosϕ, y = r sinϕ, найдём

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 = 2Rr cosϕ ⇐⇒ r = 2R cosϕ.

Поскольку r > 0, то полярный угол ϕ должен быть изменяться в интервале,
где cosϕ > 0, т.е. ϕ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
.

Ответ: r = 2R cosϕ, ϕ ∈
[
−π
2
,
π

2

]
.

Пример 2.4. Эллипсом называется множество точек, сумма расстояний от
каждой из которых до двух фиксированных точек плоскости (называемых фо-
кусами) постоянна. Выведите уравнение эллипса в декартовых прямоугольных
координатах.

Решение. Пусть фокусы расположены в точках F1(−c, 0), F2(c, 0), где
c > 0. Рассмотрим произвольную точку эллипса M(x, y). Направленные от-
резки

−−−→
F1M ,

−−−→
F2M называются фокальными радиусами точки M ; их длины вы-

числяются по формулам

|F1M | =
√
(x + c)2 + y2, |F2M | =

√
(x − c)2 + y2.

Согласно определению, уравнение эллипса имеет вид
√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a.

После уничтожения радикалов получаем

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1,

или, введя обозначение b2 = a2 − c2,

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипса, числа a, b— по-
луосями эллипса. Из полученного уравнения следует, что

∣∣∣∣
x2

a2

∣∣∣∣ 6 1 ⇐⇒ |x| 6 |a|,
∣∣∣∣
y2

b2

∣∣∣∣ 6 1 ⇐⇒ |y| 6 |b|,

т.е. эллипс целиком содержится в прямоугольнике, определяемом неравенства-
ми |x| 6 |a|, |y| 6 |b|.

Поскольку это уравнение не изменяется при замене x на −x, линия симмет-
рична относительно оси Oy. Аналогично, поскольку уравнение не изменяется
при замене y на −y, линия симметрична относительно оси Ox.

Мы получили, что координаты каждой точки эллипса удовлетворяют урав-
нению

x2

a2
+
y2

b2
= 1.
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F1 F2
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b

O

Рис. 3: Эллипс (к задаче 2.4)

Проверим, что любое решение этого уравнения представляет точку эллипса.
Напомним, что b2 = a2 − c2, и введём величину ε = c/a (она называется экс-
центриситетом эллипса и удовлетворяет неравенству ε < 1). Пусть (x, y) —
решение уравнения; ясно, что |x| 6 a, |y| 6 b. Тогда

|F1M | =
√
(x+ c)2 + y2 =

√

(x + c)2 + b2
(
1− x2

a2

)
=

=

√

x2 + 2xc+ c2 + b2 − b2

a2
x2 =

√
x2ε2 + 2xεa+ a2 =

=

√
(xε+ a)

2
= |xε+ a| = a+ xε.

(При раскрытии модуля мы воспользовались тем, что |xε| 6 a, поскольку
|x| 6 a и ε < 1.) Аналогично получаем

|F2M | = a− xε.

Поэтому
|F1M |+ |F2M | = 2a,

т.е. точка с координатами (x, y) лежит на эллипсе.
Подробному изучению эллипса посвящена лекция ??.

Ответ: каноническое уравнение эллипса
x2

a2
+ y2

b2
= 1.

Пример 2.5. Выведите параметрические уравнения эллипса

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Решение. Параметрические уравнения эллипса с полуосями a, b могут быть
записаны аналогично параметрическим уравнениям окружности:

x = a cos t, y = b sin t, 0 6 t < 2π (mod 2π).

Однако в данном случае параметр t не равен углу ϕ между осью Ox и радиус-
вектором точки эллипса. Действительно, тангенс указанного угла (по крайней
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Рис. 4: Циклоида (к задаче 2.6)

мере, для точек первой четверти) равен

tgϕ =
y

x
=
b sin t

a cos t
=
b

a
tg t.

Параметрические уравнения эллипса, в которых параметром является указан-
ный угол, обсуждаются в задаче 2.7 для самостоятельного решения.

Пример 2.6. Циклоидой называется траектория точки обода катящегося
по прямой колеса. Получите параметрические уравнения циклоиды, взяв в ка-
честве параметра угол θ поворота колеса.

Решение. Обозначим радиус колеса через R. Найдём координаты точки
P обода колеса, которая в исходном положении колеса находилась в начале
координат. При повороте колеса на угол θ без проскальзывания длина дуги
ATP окружности, изображающей колесо, равна расстоянию OA, на которое
перемещается центр C колеса вдоль оси Ox: |OA| = Rθ. Из чертежа ясно, что
|CQ| = −R sin θ, |PQ| = −R cos θ, так что интересующие нас координаты точки
P обода будут равны

x = R(θ − sin θ), y = R(1− cos θ).

Эти уравнения и представляют собой параметрические уравнения циклоиды;
первая арка циклоиды соответствует изменению параметра θ от 0 до 2π.

Пример 2.7. Кривая Вивиани представляет собой пересечение цилиндра
радиусаR и сферы радиуса 2R, центр которой лежит на поверхности цилиндра:
Получите параметрические уравнения кривой Вивиани.

Решение. Запишем уравнения сферы и цилиндра в прямоугольной декар-
товой системе координат, начало которой совпадает с центром сферы, а ось Oz
параллельна оси цилиндра:

x2 + y2 + z2 = 4R2, (x−R)2 + y2 = R2 ⇐⇒ x2 + y2 = 2Rx.

Наша задача — выразить представить каждое решение (x, y, z) этой системы
через некоторый параметр t, который мы должны ввести самостоятельно. Ис-
ключая из этих уравнений y, получим

z2 = 4R2 − 2Rx.

Введём в плоскости Oxy полярные координаты:

x = r cos t, y = r sin t.
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x y

z

Рис. 5: Кривая Вивиани (к задаче 2.7)

Тогда (см. задачу 2.3)

x2 + y2 = 2Rx ⇐⇒ r2 = 2Rr cosϕ ⇐⇒ r = 2R cos t.

Можно записать выражения для x и y:
x = r cos t = 2R cos2 t = R(1 + cos 2t),

y = r sin t = 2R sin t cos t = R sin 2t.

Параметр t изменяется в диапазоне
0 6 t 6 π.

Теперь можно найти выражение для z:
z2 = 4R2 − 2Rx = 4R2 sin2 t ⇐⇒ z = ±2R sin t.

Можно убрать ±, если разрешить параметру t изменяться в диапазоне
0 6 t < 2π.

Итак, окончательный результат:





x = R(1 + cos 2t),

y = R sin 2t,

z = 2R sin t,

0 6 t < 2π.

Пример 2.8. Найдите проекции кривой Вивиани на плоскости Oxy и Oyz.
Запишите параметрические уравнения проекций, их уравнения в декартовых
и в полярных координатах, сделайте чертежи.

Проекция кривой Вивиани на плоскость Oxy — это кривая с параметриче-
скими уравнениями {

x = R(1 + cos 2t),

y = R sin 2t.

Исключая параметр t, получаем уравнение окружности (см. рис. 2)

(x−R)2 + y2 = R2.

Проекция кривой Вивиани на плоскость Oyz имеет параметрические урав-
нения {

y = R sin 2t,

z = 2R sin t,
0 6 t < 2π.
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y

z

Рис. 6: Проекция кривой Вивиани (к задаче 2.8)

Точка (y, z) в плоскостиOyz совершает два гармонических колебания во взаим-
но перпендикулярных направлениях; её траектория называется фигурой Лис-
сажу. Исключив параметр t, получим:

sin 2t =
y

R
, cos 2t = 1− 2 sin2 t = 1− z2

2R2

откуда
( y
R

)2

+

(
1− z2

2R2

)2

= 1.

Поскольку это уравнение не изменяется при замене y на −y и при замене z на
−z, линия симметрична относительно обеих осей Oy и Oz.

Введём в плоскости Oyz полярные координаты y = r cosϕ, z = r sinϕ, и
запишем уравнение в этих координатах:

(r cosϕ
R

)2

+

(
1− r2 sin2 ϕ

2R2

)2

= 1.

После упрощения получаем

r = 2R

√− cos 2ϕ

sin2 ϕ
.

Полярный угол ϕ может принимать такие значения, чтобы cos 2ϕ 6 0, т.е.
π

2
+ 2πn 6 2ϕ 6

3π

2
+ 2πn ⇐⇒ π

4
+ πn 6 ϕ 6

3π

4
+ πn.

Таким образом,
π

4
6 ϕ 6

3π

4
,

5π

4
6 ϕ 6

7π

4
.

Используя тот факт, что линия симметрична относительно декартовых осей
координат, рассмотрим только интервал изменения ϕ от π/4 до π/2. В этом
интервале знаменатель sin2 ϕ 6= 0, и значение r(ϕ) возрастает от 0 до 2R, что
позволяет изобразить линию (см. рис. 6).
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O

x

y

α1 α2π − α2

Рис. 7: К задаче 2.1

Рис. 8: Розы r = cos 3ϕ, r = sin 3ϕ (к задаче 2.3)

4. Задачи для самостоятельного решения

2.1. Докажите, что две прямые, заданные уравнениями y = k1x + b1 и
y = k2x+ b2 перпендикулярны тогда и только тогда, когда k1k2 = −1.

2.1. Указание: см. рис. 7;

tg
π

2
= tg(α1 + π − α2) = tg(α1 − α2) =

tgα1 − tgα2

1 + tgα1 · tgα2

не существует, так что 1 + tgα1 · tgα2 = 0, т.е. k1k2 = −1 (здесь k1 = tgα1,
k2 = tgα2).

2.2. Точки P и Q делят отрезок [AB] в отношении α : β : γ. Найдите, в
каком отношении делит отрезок [AB] середина отрезка [PQ].

2.2. (2α+ β) : (β + 2γ).

2.3. Изобразите в полярной системе координат линии, заданные уравне-
ниями r = cos 3ϕ, r = sin 3ϕ, в предположении, что (a) на полярный радиус
наложено ограничение r > 0; (b) в отсутствие такого ограничения.

2.3. См. рис. 8.

2.4. Изобразите в полярной системе координат линию, заданную уравне-
нием r = cos 4ϕ в предположении, что (a) на полярный радиус наложено огра-
ничение r > 0; (b) в отсутствие такого ограничения.
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Рис. 9: Розы r = cos 4ϕ (к задаче 2.4)

2.4. См. рис. 9.

2.5. В полярной системе координат даны две точки A1(r1, ϕ1) и A2(r2, ϕ2).
Найдите расстояние между ними.

2.5.
√
r21 + r22 − 2r1r2 cos(ϕ2 − ϕ1).

2.6. Составьте уравнение окружности в полярных координатах, если её
центр находится в точке C(r0, ϕ0), а радиус равен R.

2.6. r2 − 2r0r cos(ϕ− ϕ0) = R2 − r20 .

2.7. Запишите параметрические уравнения эллипса
x2

a2
+
y2

b2
= 1, взяв в

качестве параметра угол, образуемый осью Ox и радиус-вектором точки эл-
липса.

2.7. x =
ab cos t

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t

, y =
ab sin t

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t

, t ∈ [0, 2π).

2.8. Выведите уравнение линии (в прямоугольных декартовых координа-
тах), точки которой обладают следующим свойством: модуль разности рас-
стояний от каждой точки линии до фиксированных точек F1(−c, 0) и F2(c, 0)
постоянен и равен 2a. Эта линия называется гиперболой, точки F1 и F2 — фо-
кусами гиперболы. Докажите, что уравнение гиперболы имеет вид

x2

a2
− y2

b2
= 1,

где b2 = c2 − a2. Сделайте чертёж.

2.8. Пусть M(x, y) — произвольная точка гиперболы. Направленные от-
резки

−−−→
F1M ,

−−−→
F2M называются фокальными радиусами точки M ; их длины вы-

числяются по формулам

r1 = |F1M | =
√
(x + c)2 + y2, r2 = |F2M | =

√
(x− c)2 + y2.

Согласно определению, уравнение гиперболы имеет вид
∣∣
√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2

∣∣ = 2a.

Уничтожив радикалы, придем к уравнению
x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1,
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x

y

O
a

b

F2F1

M

Рис. 10: Гипербола (к задаче 2.8)

или, введя обозначение b2 = c2 − a2,

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Числа a, b называются полуосями гиперболы.
Поскольку это уравнение не изменяется при замене x на −x, и при замене

y на −y, линия симметрична относительно обеих координатных осей.
Из полученного уравнения следует, что

∣∣∣∣
x2

a2

∣∣∣∣ > 1 ⇐⇒ |x| > |a|,

т.е. внутри полосы |x| < |a| точек гиперболы нет. Поскольку при x > 0, y > 0
имеем

y = b

√
x2

a2
− 1 = b

x

a

√

1− a2

x2︸ ︷︷ ︸
<1

<
b

a
x,

часть гиперболы, расположенная в первом квадранте, лежит строго ниже пря-

мой y =
b

a
x. Всё это позволяет сделать выводы о внешнем виде гиперболы (см.

рис. 10).
Обратно, покажем, что любая точка (x, y), являющаяся решением уравне-

ния

x2

a2
− y2

b2
= 1,

лежит на гиперболе.
Введём обозначение ε = c/a; очевидно, ε > 1. Число ε называется экс-

центриситетом гиперболы. Квадрат левого фокального радиуса точки M(x, y)
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равен

r21 = (x + c)2 + y2 = (x+ c)2 + b2
(
x2

a2
− 1

)
=

=

(
b2

a2
+ 1

)
x2 + 2xc+ c2 − b2 =

c2

a2
x2 + 2cx+ a2 =

= ε2x2 + 2ε2ax+ a2 = (εa+ x)2.

Поскольку |εx| > |x| > a, имеем

r1 =

{
xε+ a, x > 0,

−xε− a, x < 0.

Аналогично для правого фокального радиуса получаем

r2 =

{
xε− a, x > 0,

−xε+ a, x < 0.

Следовательно,

|r1 − r2| =
{

2a, x > 0,

−2a, x < 0.

2.9. Выведите уравнение линии (в прямоугольных декартовых координа-
тах), точки которой обладают следующим свойством: расстояние от каждой
точки линии до фиксированной точки F1

(p
2
, 0

)
равно расстоянию от этой точ-

ки до фиксированной прямой x = −p
2

. Эта линия называется параболой, точ-

ка F — фокусом параболы, прямая x = −p
2

— её директрисой. Докажите, что
уравнение параболы имеет вид

y2 = 2px.

Сделайте чертёж.

2.9. Пусть M(x, y) — произвольная точка параболы. Расстояние от M до
прямой x = −p/2 равно x+ p/2, а до фокуса F (p/2; 0)

|FM | =
√(

x− p

2

)
+ y2.

По определению параболы

x+
p

2
=

√(
x− p

2

)
+ y2.

Возводя в квадрат, получим уравнение
y2 = 2px.

Парабола изображена на рис. 11.
Проверим, что любое решение полученного уравнения представляет точку

параболы. Пусть (x, y) — решение. Имеем:

y2 = 2px =
(
x+

p

2

)2

−
(
x− p

2

)2

,

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣ =
√(

x− p

2

)2

+ y2,
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O

x
=

−
p 2

F

Рис. 11: Парабола (к задаче 2.9)

x

y

F1 F2

Рис. 12: Лемниската (к задаче 2.10)

т.е. точка (x, y) равноудалена от прямой x = −p/2 и точки (p/2, 0), а потому,
согласно определению, лежит на параболе.

2.10. Составьте уравнение линии (в прямоугольных декартовых координа-
тах), точки которой обладают следующим свойством: произведение расстояний
от каждой точки линии до двух данных точек F1(−a; 0) и F2(a; 0) есть посто-
янная величина a2. Эта линия называется лемнискатой Бернулли. Запишите
уравнение этой линии в полярных координатах. Постройте линию, пользуясь
её полярным уравнением.

2.10. (x2+ y2)2 = 2a2(x2− y2); r = a
√
2 cos 2ϕ, ϕ ∈

[
−π

4 ,
π
4

]
∪

[
3π
4 ,

5π
4

]
. См.

рис. 12.





СЕМИНАР 3

Векторы. Линейные операции

1. Основные понятия и факты

1.1. Отношения эквивалентности. ОтношениемR на множествеX на-
зывается подмножество R в X2 ≡ X ×X ; если элемент (x, y) из X2 принадле-
жит R, то говорят, что элементы x и y множества X находятся в отношении
R и обозначают этот факт x ∗ y, где ∗ — специальный символ, выбранный в
качестве знака рассматриваемого отношения.

Отношение ∗ на множестве X называется
(i) рефлексивным, если для любого x ∈ X имеем x ∗ x;
(ii) симметричным, если для любых x, y ∈ X из x ∗ y следует y ∗ x;
(iii) транзитивным, если для любых x, y, z ∈ X из x ∗ y и y ∗ z следует x ∗ z.

Отношение, обладающее свойствами рефлексивности, симметричности и
транзитивности, называется отношением эквивалентности.

Пусть на множестве X задано отношение эквивалентности ∼. Классом эк-
вивалентности элемента x называется множество всех эквивалентных ему эле-
ментов:

[x]
def
== {y ∈ X | y ∼ x}.

Теорема 3.1. Любое отношение эквивалентности ∼ порождает разбие-
ние множества A на непересекающиеся классы эквивалентности своих эле-
ментов:

X =
⋃

a∈A

[a].

Множество
X/∼ def

== {[a] | a ∈ A},
элементами которого являются классов эквивалентности [x] относительно ∼,
называется фактор-множеством множества X по отношению ∼.

1.2. Понятие вектора. Вектором (или свободным вектором), порождён-
ным направленным отрезком

−−→
AB, называется класс эквивалентности направ-

ленного отрезка [
−−→
AB] относительно отношения эквивалентности, определён-

ного как равенство направленных отрезков. Векторы обычно обозначаются
строчными полужирными буквами: a, b, c и т. д.

Отложить вектор a от точки A означает построить направленный отрезок−−→
AB с началом в точке A, входящий в класс эквивалентности, описываемый
вектором a, или, что то же, такой, что [

−−→
AB] = a. Направленный отрезок

−−→
AB

называется представителем или реализацией вектора a.
Нулевой вектор — это класс эквивалентности нулевого направленного от-

резка; обозначение нулевого вектора 0.

39
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Длина вектора a — это длина любого направленного отрезка, являющегося
его представителем; обозначение ‖a‖. Аналогичным образом, мы можем гово-
рить о сонаправленных и противоположно направленных векторах, о коллине-
арных и компланарных векторах и т. п.

1.3. Линейные операции над векторами: сложение и умножение
на число. Суммой двух векторов a и b называется вектор c, определяемый
одним из следующих двух способов.

(1) Правило треугольника. Отложим вектор a от точки A, получим на-
правленный отрезок

−−→
AB; отложим вектор b от точки B, получим на-

правленный отрезок
−−→
BC. Класс эквивалентности c = [

−→
AC] направлен-

ного отрезка
−→
AC называется суммой векторов a и b.

(2) Правило параллелограмма. Отложим векторы a и b от точки O, по-
лучим направленные отрезки

−→
OA и

−−→
OB. Проведём через точку A пря-

мую, параллельную (OB), а через точку B — прямую, параллельную
(OA). Пусть C — точка пересечения построенных прямых. Класс экви-
валентности c = [

−−→
OC] направленного отрезка

−−→
OC называется суммой

векторов a и b.
Обозначение: c = a + b.

O

A

A

B

B

C

C

a
a

b
b

a + ba + b

Произведением вектора a на вещественное число α называется вектор αa,
определяемый следующим образом: длина вектора αa равна

∥∥αa
∥∥ = |α| · ‖a‖,

а его направление совпадает с направлением вектора a, если α > 0, и проти-
воположно направлению вектора a, если α < 0. Если же α = 0, то 0 · a = 0.

Сложение векторов и умножение вектора на число называются линейными
операциями над векторами.

Теорема 3.2 (свойства линейных операций над векторами). Сложение
векторов и умножение векторов на числа обладают следующими свойства-
ми:
(1) коммутативность сложения: для всех векторов a и b

a + b = b + a;
(2) ассоциативность сложения: для всех векторов a, b и c

(a + b) + c = a + (b + c);
(3) свойство нулевого вектора: для любого вектора a

a + 0 = a;
(4) существование противоположного вектора: для любого вектора a суще-

ствует такой вектор a′, что

a + a′ = 0;
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(5) свойство единицы: для любого вектора a
1 · a = a;

(6) ассоциативность умножения на число: для любого вектора a и любых
чисел α и β

(αβ)a = α (βa) ;
(7) дистрибутивность относительно сложения векторов: для любых векто-

ров a и b и любого числа α

α (a + b) = αa + αb;
(8) дистрибутивность относительно сложения чисел: для любого вектора a

и любых чисел α и β

(α+ β)a = αa + βa.

1.4. Базисы и координаты. Два вектора называются коллинеарными,
если коллинеарны направленные отрезки, являющиеся их представителями.
Если коллинеарные векторы отложить от общего начала, получим направлен-
ные отрезки, лежащие на одной прямой.

Два вектора называются компланарными, если компланарны направлен-
ные отрезки, являющиеся их представителями. Если компланарные векторы
отложить от общего начала, получим направленные отрезки, лежащие в одной
плоскости.

Теорема 3.3. 1. Для того, чтобы два вектора a, b были коллинеарны,
необходимо и достаточно, чтобы существовали такие числа α, β, не рав-
ные одновременно нулю, что

αa + βb = 0.
2. Для того, чтобы три вектора a, b, c были компланарны, необходимо и до-

статочно, чтобы существовали такие числа α, β, γ не равные одновремен-
но нулю, что

αa + βb + γc = 0.

Теорема 3.4. 1. Для того, чтобы два вектора a, b были неколлинеарны,
необходимо и достаточно, чтобы равенство

αa + βb = 0
было возможно лишь при α = β = 0.

2. Для того, чтобы три вектора a, b, c были некомпланарны, необходимо и
достаточно, чтобы равенство

αa + βb + γc = 0
было возможно лишь при α = β = γ = 0.

Базисом на плоскости будем называть произвольный упорядоченный на-
бор двух ненулевых неколлинеарных векторов a1,a2. Если на плоскости задан
какой-либо базис a1,a2, то любой вектор на этой плоскости можно представить
в виде комбинации

x = x1a1 + x2a2.

Это соотношение называется разложением вектора x по базису a1,a2, а числа
x1, x2 — координатами вектора x в базисе a1,a2. Координаты вектора принято
записывать в виде столбца из чисел

(
x1

x2

)
.
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Базисом в пространстве будем называть произвольный упорядоченный на-
бор трёх ненулевых некомпланарных векторов a1,a2,a3. Любой вектор про-
странства можно представить в виде комбинации векторов базиса

x = x1a1 + x2a2 + x3a3;

это соотношение называется разложением вектора x по базису a1,a2,a3, а чис-
ла x1, x2, x3 — координатами вектора x в базисе a1,a2,a3. Координаты вектора
будем записывать в виде столбца из чисел




x1

x2

x3



 .

Ортонормированный базис — это базис, состоящий из единичных попарно
ортогональных векторов.

Теорема 3.5. Разложение вектора по базису единственно, т.е. набор ко-
ординат векторов в данном базисе определен однозначно.

Теорема 3.6. Если x1, x2, x3 — координаты вектора x, y1, y2, y3 — коорди-
наты вектора y относительно некоторого базиса, то в том же базисе век-
тор x + y имеет координаты x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, а вектор αx, где α—
произвольное число, имеет координаты αx1, αx2, αx3.

1.5. Используемые обозначения. Мы будем пользоваться следующи-
ми обозначениями.

Базис на плоскости обозначается i, j или e1, e2, а в пространстве — i, j,k
или e1, e2, e3 (в большинстве задач этот базис считается ортонормированным).
Системы координат обозначаются следующим образом:

Oij ⇐⇒ Oxy ⇐⇒ Oe1e2 ⇐⇒ Ox1x2,

Oijk ⇐⇒ Oxyz ⇐⇒ Oe1e2e3 ⇐⇒ Ox1x2x3.

Рассмотрим вектор a. Его разложение по базису записываем в виде

a = xi + yj + zk = x1e1 + x2e2 + x3e3,

где

X =




x
y
z



 =




x1

x2

x3





— столбец координат вектора a.
Используется также запись

a = X =




x
y
z



 =




x1

x2

x3



 = (x, y, z)T = (x1, x2, x3)T ,

в которой вектор и его столбец координат отождествляются.
Часто координаты вектора, следуя традиции, сложившейся в преподавании

аналитической геометрии, записывают в виде строки, хотя их, как и любые
координаты, следует записывать в виде столбца. Если при решении задачи не
используется матричная техника, то это допустимо.

Для обозначения координат точки используем запись A(x, y, z) или A(r),
где r обозначает радиус-вектор точки A, т.е. направленный отрезок

−→
OA, где

O— начало координат. Обратите внимание, что радиус-вектор точки является
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отложенным вектором, т.е. направленным отрезком, но можно рассмотреть его
класс эквивалентности и получить из него свободный вектор.

2. Контрольные вопросы и задания

1. Что такое отношение на множестве? Приведите примеры.
2. Что такое рефлексивное отношение? Приведите примеры рефлексивных и

нерефлексивных отношений.
3. Что такое симметричное отношение? Приведите примеры симметричных и

несимметричных отношений.
4. Что такое транзитивное отношение? Приведите примеры транзитивных и

нетранзитивных отношений.
5. Рассмотрим отношение A©© B на множестве людей, заданное следующим

образом: A ©© B в том и только том случае, если A и B — супруги или
были супругами в прошлом. Является ли это отношение рефлексивным?
симметричным? транзитивным?

6. Что такое отношение эквивалентности? Приведите примеры.
7. Что такое класс эквивалентности элемента? Приведите примеры.
8. Сформулируйте и докажите теорему о разбиении множества с заданным на

нём отношением эквивалентности на непересекающиеся классы.
9. Что такое фактор-множество? Приведите примеры.

10. На множестве всех многоугольников зададим отношение ≃ следующим об-
разом: A ≃ B в том и только том случае, когда многоугольники A и B
имеют одинаковое число сторон. Является ли это отношение отношением эк-
вивалентности? Если является, опишите классы эквивалентности и фактор-
множество.

11. Сформулируйте определение свободного вектора.
12. Что значит «отложить вектор от точки»?
13. Сформулируйте определение суммы векторов и произведения вектора на

число. Сделайте поясняющие чертежи.
14. Перечислите свойства линейных операций над векторами.
15. Какие векторы называются коллинеарными? компланарными?
16. Сформулируйте и докажите необходимое и достаточное условие коллинеар-

ности (компланарности) векторов.
17. Сформулируйте определения базиса на плоскости (в пространстве), разло-

жения вектора по базису, координат вектора в базисе.
18. Сформулируйте и докажите теорему о единственности разложения по бази-

су.
19. Пусть a = 2i − 3j + k, b = −3i + j + 2k. Выразите векторы 2a − 3b, 3a + b.

Запишите столбцы их координат.
20. Что такое ортонормированный базис?

3. Примеры решения задач

Пример 3.1. Точки E и F являются серединами сторон [AB] и [CD] че-
тырёхугольника ABCD. Докажите, что

−−→
EF =

(−−→
BC +

−−→
AD

)
/2.
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A

B

CD

E

F

Решение. Имеем:
−−→
EF =

−−→
EB +

−−→
BC +

−−→
CF ,

−−→
EF =

−→
EA+

−−→
AD +

−−→
DF.

Складывая эти равенства и учитывая, что
−−→
EB = −−→

EA и
−−→
CF = −−−→

DF , получаем
требуемое.

Пример 3.2. Найдите радиус-вектор точки A2, симметричной точке A1(r1)
относительно точки C(r0).

A1

A2C

O

r1
r0 r2

Решение. Если точка A2 симметрична точке A1(r1) относительно точки
C(r0), то

−−→
CA2 =

−−→
A1C =

−−→
OC −−−→

OA1 = r0 − r1,

откуда
r2 =

−−→
OA2 =

−−→
OC +

−−→
CA2 = r0 + (r0 − r1) = 2r0 − r1.

Ответ: r2 = 2r0 − r1.

Пример 3.3. Проверьте, что векторы a = e1 + 3e2 и b = 2e1 + 4e2 об-
разуют базис на плоскости. Найдите разложения векторов x = −e1 − e2 и
y = 17e1 + 39e2 по этому базису.

Решение. Перейдём от векторов к столбцам их координат:

a =

(
1
3

)
, b =

(
2
4

)
, x =

(
−1
−1

)
, y =

(
17
39

)
.

Для проверки линейной независимости векторов a и b составим их линейную
комбинацию с неизвестными коэффициентами и выясним, при каких значениях
коэффициентов эта линейная комбинация обращается в нулевой вектор:

αa + βb = 0 ⇐⇒ α

(
1
3

)
+ β

(
2
4

)
=

(
0
0

)
.

Это матричное равенство может быть переписано в виде системы линейных
уравнений {

α+ 2β = 0,
3α+ 4β = 0.

Эта система имеет единственное решение α = β = 0, так что векторы a и b
линейно независимы.
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Для разложения вектора x по базису a, b нужно найти такие числа x, y,
чтобы x = xa + yb или для солбцов координат

x

(
1
3

)
+ y

(
2
4

)
=

(
−1
−1

)
⇐⇒

{
x+ 2y = −1,

3x+ 4y = −1.

Решением этой системы является пара чисел x = 1, y = −1. Таким образом,
x = a − b.

Можно записать ответ в виде столбца координат вектора x относительно
базиса a, b, но в этом случае необходимо уточнение, касающееся базиса, по-
скольку в данной задаче используется два разных базиса; это можно сделать,
например, так:

X =

(
1

−1

)
в базисе a, b

или так:
Xa,b =

(
1

−1

)
.

Аналогично получаем разложение вектора y по базису a, b:

x

(
1
3

)
+ y

(
2
4

)
=

(
17
39

)
⇐⇒

{
x+ 2y = 17,
3x+ 4y = 9,

откуда x = 5, y = 6 и y = 5a + 6b.
Ответ: x = a − b, y = 5a + 6b.

Пример 3.4. В треугольнике ABC точка M — середина стороны [AC], точ-
ка K делит сторону [AB] в отношении |AK : |KB| = 3 : 5, точка L делит сто-
рону [BC] в отношении |BL| : |LC| = 2 : 3. Найдите координаты вектора

−−→
BM

в базисе
−→
AL,

−−→
CK.

A

B

C

K

L

M

Решение. План решения задачи таков: сначала выразим искомый вектор−−→
BM через векторы

−−→
BA и

−−→
BC, затем выразим векторы

−→
AL и

−−→
CK через

−−→
BA и−−→

BC, затем найдём обратные выражения
−−→
BA и

−−→
BC через

−→
AL и

−−→
CK и подставим

их в выражение для
−−→
BM .

Вектор
−−→
BM выражается через векторы

−−→
BA и

−−→
BC очевидным образом:

−−→
BM =

1

2

(−−→
BA+

−−→
BC

)
.

Введём обозначения
−−→
BA = a,

−−→
BC = c,

−→
AL = x,

−−→
CK = y.

Имеем:

a =
−−→
BA =

−→
BL+

−→
LA =

2

5
c − x, c =

−−→
BC =

−−→
BK +

−−→
KC =

5

8
a − y.
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Отсюда получаем

x =
2

5
c − a, y =

5

8
a − c

или, эквивалентно,
5x = 2c − 5a, 8y = 5a − 8c.

Итак, векторы x и y выражены через a и c. Найдём обратные выражения a и
c через x и y. Сложив последние соотношения, получим

5x + 8y = −6c ⇐⇒ c = −5

6
x − 4

3
y

и далее

a =
2

5
c − x =

2

5

(
−5

6
x − 4

3
y

)
− x = −4

3
x − 8

15
y.

Окончательно
−−→
BM =

1

2

(
a + c

)
= =

1

2

(
−4

3
x − 8

15
y − 5

6
x − 4

3
y

)
= = −13

12
x − 14

15
y.

Ответ:
−−→
BM = −13

12

−→
AL− 14

15

−−→
CK.

Пример 3.5. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной
точке и делятся этой точкой в отношении 2 : 1, считая от вершины.

A
B

C

A1B1

C1

O

c

b

Рассмотрим базис на плоскости, образованный векторами b =
−−→
AB и

c =
−→
AC.
Сначала докажем, что медианы BB1 и CC1 делятся точкой их пересечения

в отношении 2 : 1, считая от вершины. Имеем
−−→
BB1 =

1

2
c − b,

−−→
CC1 =

1

2
b − c,

−−→
BO = α

−−→
BB1 = α

(
1

2
c − b

)
,

−−→
CO = β

−−→
CC1 = β

(
1

2
b − c

)
.

Векторы
−−→
BO,

−−→
CO,

−−→
BC удовлетворяют соотношению

−−→
BC =

−−→
BO −−−→

CO,

откуда

−b + c = α

(
1

2
c − b

)
− β

(
1

2
b − c

)
.

Это эквивалентно равенству
(
−α− 1

2
β

)
b +

(
1

2
α+ β

)
c = −b + c.
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В силу единственности разложения по базису получаем

α+
1

2
β = 1,

1

2
α+ β = 1.

Решением этой системы является пара чисел α = β = 2/3, так что
−−→
BO =

2

3

−−→
BB1,

−−→
CO =

2

3

−−→
CC1.

Теперь докажем, что медиана AA1 также проходит через точку O и делится
этой точкой в отношении 2 : 1, считая от вершины. Имеем

−→
AO =

−−→
AB +

−−→
BO = b +

2

3

−−→
BB1 = b +

2

3

1

2
c − b =

1

3

(
b + c︸ ︷︷ ︸
= 1

2

−−→
AA1

)
=

2

3

−−→
AA1,

что и требовалось.

Пример 3.6. Пусть A1(r1) и A2(r2) — две данные точки. Докажите, что
точка B(r) лежит на отрезке [A1A2] тогда и только тогда, когда r = αr1+βr2,
где α, β ∈ [0; 1] и α+ β = 1.

Решение. Точка B лежит на отрезке [A1A2] тогда и только тогда, когда
−−→
A1B = t

−−−→
A1A2 = t

(
r2 − r1

)
,

где t ∈ [0; 1]. Но тогда

r =
−−→
OB =

−−→
OA1 +

−−→
A1B = r1 + t

(
r2 − r1

)
= (1− t)r1 + tr2.

Обозначив α = 1− t и β = t, получаем требуемое.
Обратите внимание, что формула

r = (1− t)r1 + tr2, 0 6 t 6 1,

параметрически задаёт отрезок, концы которого находятся в точках A1(r1) и
A2(r2), причём значение t = 0 соответствует точке A1, а значение t = 1 —
точке A2.

Пример 3.7. Однородная пластика имеет форму прямоугольника со сто-
ронами a и b, в котором сделан прямоугольный вырез; линии разреза парал-
лельны координатным осям и проходят через центр пластинки. Определите
положение центра масс пластинки.

O x

y

A

B C

D
E

F

a
2

3a
4

b
2

3b
4 P

Решение. Введём прямоугольную декартову систему координат, начало ко-
торой находится в вершине O пластинки OADEFB, а оси которой направлены
вдоль её сторон OA и OB (см. чертёж). В этой системе координат центр масс
прямоугольника OACB находится в точке E(a/2; b/2), а центр масс прямо-
угольника EDCF — в точке P (3a/4; 3b/4). Обозначим координаты центра масс
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Q пластинки OADEFB через x и y. Поскольку прямоугольник OACB явля-
ется объединением шестиугольника OADEFB и прямоугольника EDCF , его
центр масс можно найти по формуле

rE =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
,

где m1, m2 — массы (площади) шестиугольника OADEFB и прямоугольника
EDCF , а r1, r2 — радиус-векторы их центров масс. Таким образом, имеем:

(
a/2
b/2

)
=

1

ab

[
3ab

4

(
x
y

)
+
ab

4

(
3a/4
3b/4

)]
.

Решая эти уравнения относительно x и y, получаем x = 5a/12, y = 5b/12.

Ответ:
(
5a

12
,
5a

12

)
.

4. Задачи для самостоятельного решения

3.1. Дан правильный шестиугольник ABCDEF . Принимая за базисные
векторы

−−→
AB и

−→
AF , найдите в этом базисе координаты векторов

−−→
BC,

−−→
CD,

−−→
DE,−−→

EF ,
−−→
BD,

−−→
CF ,

−−→
CE.

3.1.
−−→
BC = (1; 1),

−−→
CD = (0; 1),

−−→
DE = (−1; 0),

−−→
EF = (−1;−1),

−−→
BD = (1; 2),−−→

CF = (−2; 0),
−−→
CE = (−1; 1).

3.2. Докажите, что векторы a = i − j и b = 2i + j образуют базис на
плоскости, и найдите разложения векторов x = 11i + j и x = 3j по этому
базису.

3.2. x = 3a + 4b, y = −2a + b.

3.3. Точки A1(r1), A2(r2), A3(r3), не лежащие на одной прямой, являются
последовательными вершинами параллелограмма. Найдите радиус-вектор r4

четвёртой вершины A4 этого параллелограмма.

3.3. r4 = r1 − r2 + r3.

3.4. Даны три точки A1(r1), A2(r2), A3(r3), не лежащие на одной прямой.
Найдите радиус-вектор точки пересечения медиан треугольника A1A2A3.

3.4. r =
(
r1 + r2 + r3

)
/3.

3.5. В треугольнике ABC проведена биссектриса [AD]. Найдите координа-
ты вектора

−−→
AD в базисе, образованном векторами

−−→
AB и

−→
AC.

3.5.

(
|−→AC|

|−−→AB|+ |−→AC|
,

|−−→AB|
|−−→AB|+ |−→AC|

)T

.

3.6. Зная радиус-векторы r1, r2, r3 вершин треугольника, найдите радиус-
вектор центра окружности, вписанной в треугольник.

3.6.
|r1 − r2|r3 + |r2 − r3|r1 + |r3 − r1|r2

|r1 − r2|+ |r2 − r3|+ |r3 − r1|
. Указание: если

−−→
AB и

−→
AC —

векторы, направленные по сторонам треугольника, то вектор
−−→
AB

∣∣−−→AB
∣∣
+

−→
AC

∣∣−→AC
∣∣коллинеарен биссектрисе угла A.
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3.7. На сторонах треугольника ABC взяты соответственно точки M и N
так, что |AM | : |BM | = m1 : n1, |AN | : |CN | = m2 : n2. Найдите отношения
|BO| : |ON | и |CO| : |OM |, где O— точка пересечения отрезков [BN ] и [CM ].

3.7. |BO| : |ON | = (m2 + n2)n1

m1n2
, |CO| : |OM | = (m1 + n1)n2

n1m2
.

3.8. Пусть A1(r1), A2(r2), A3(r3) — точки, не лежащие на одной прямой.
Докажите, что точка B(r) лежит внутри треугольника A1A2A3 тогда и только
тогда, когда r = α1r1 + α2r2 + α3r3, где α1, α2, α3 ∈ [0; 1] и α1 + α2 + α3 = 1.

3.8. Указание: точка B лежит внутри треугольника A1A2A3 тогда и толь-
ко тогда, когда она лежит на отрезке [A3C], где точка C лежит на отрезке
[A1A2]. Дважды примените результат примера 3.6.

3.9. Докажите, что четыре отрезка, соединяющие вершины тетраэдра с
точками пересечения медиан противоположных граней, пересекаются в одной
точке и делятся этой точкой в отношении 3 : 1, считая от вершины.

3.9. Указание: примените метод, использованный в решении примера 3.5.

3.10. Докажите, что три отрезка, соединяющие середины скрещивающихся
рёбер тетраэдра, пересекаются в одной точке и делятся этой точкой пополам.

3.10. Указание: пустьABCD — данный тетраэдр. В косоугольной системе
координат с началом A и базисными векторами

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD найдите сначала

координаты середин рёбер, а затем середин отрезков, соединяющих середины
скрещивающихся рёбер.

3.11. Однородная пластинка OADEC получена из прямоугольника OACB
со сторонами, равными 2a и 2b, от которого отрезан треугольник ECD, где D и
E — середины сторон [AC] и [BC] соответственно. Найдите координаты центра
масс пластинки в системе координат с началом O и осями, направленными
вдоль сторон

−→
OA и

−→
O .

3.11.

(
19a

21
,
19b

21

)
.

3.12. Из проволочного каркаса кубической формы (ребро куба равно a)
удалено одно ребро. Найдите координаты центра масс полученной фигуры в
системе координат, оси которой направлены по трём рёбрам куба так, чтобы
изъятое ребро располагалось в плоскости Oxy параллельно оси Oy.

3.12.

(
5a

11
,
a

2
,
6a

11

)
.





СЕМИНАР 4

Матрицы и операции над ними

1. Основные определения и факты

1.1. Определение матрицы. Матрицей размера m × n (или (m × n)-
матрицей) над множеством X называется совокупность mn элементов этого
множества, записанных в виде прямоугольной таблицы, состоящей из m строк
и n столбцов и заключённой в скобки. При указании размера матрицы снача-
ла указывается количество её строк, а затем — количество столбцов. Элемен-
ты матрицы обозначаются буквами, снабжёнными двумя индексами, которые
указывают положение элемента внутри матрицы; при этом используются две
системы обозначений:

(1) верхний индекс указывает номер строки, нижний — номер столбца,
не пересечении которых стоит элемент:

A =





a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



 ;

(2) первый индекс указывает номер строки, а второй — номер столбца:

B =





b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 · · · bmn



 .

Используются также следующие сокращённые обозначения, смысл которых
вполне очевиден:

A = (aij)
m
n , B = (bij)mn.

Иногда для явного указания размера матрицы мы записываем его под буквой,
обозначающей матрицу: A

m×n
.

В дальнейшем полезным окажется также следующее обозначение элемен-
тов матрицы: если A = (aij)

m
n или B = (bij)mn, то [A]ij = aij и [B]ij = bij ;

квадратные скобки здесь обозначают «операцию извлечения элемента из мат-
рицы».

Множество всех матриц размера m × n, элементы которых принадле-
жат множеству X , обозначается Xm×n; символ R

m×n обозначает множество
(m× n)-матриц, элементами которых являются вещественные числа.

51
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Матрицы, состоящие из одной строки или из одного столбца, называются
вектор-строками и вектор-столбцами соответственно. Множество всех вектор-
столбцов высоты n (т.е. состоящих из n элементов) обозначается

R
n =





X =





x1

x2

...
xn



 , x1, x2, . . . , xn ∈ R






и называется вещественным арифметическим пространством R
n (или кратко

пространством R
n). Элементы столбцов принято нумеровать верхними индек-

сами.
Блочная матрица — это матрица, элементами которой являются матрицы,

например

A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 =

∥∥∥∥∥∥

A11 A12

A21 A22

∥∥∥∥∥∥
;

здесь матрицу A размера 3 × 3 можно рассматривать как блочную матрицу
размера 2× 2 с блоками

A11 =

(
a11 a12
a21 a22

)
, A12 =

(
a13
a23

)
, A21 =

(
a31 a32

)
, A22 =

(
a33

)
.

Для обозначения блочных матриц используются ограничители (скобки) ви-
да ‖ ‖.

Часто рассматривают блочные матрицы, элементами которых являются
вектор-столбцы или вектор-строки; в этом случае мы пользуемся нумерацией
по системе «верхний-нижний индекс»; столбцы матрицы A при этом будем
обозначать Aj , j = 1, . . . , n, а строки —Ai, i = 1, . . . , n:

A =





a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



 =
∥∥A1 A2 . . . An

∥∥ ,

где

A1 =





a11
a21
...
am1



 , A2 =





a12
a22
...
am2



 , , . . . , An =





a1n
a2n
...
amn



 ,

либо

A =






a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn




 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

A1

A2

...
Am

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

где
A1 =

(
a11 a

1
2 · · · a1n

)
,

A2 =
(
a21 a

2
2 · · · a2n

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Am =
(
am1 am2 · · · amn

)
.



1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФАКТЫ 53

1.2. Специальные вида матриц. Выделяют следующие специальные
виды матриц:

(i) нулевая матрица O: все её элементы равны нулю; в частности, рассмат-
риваются нулевые столбцы и нулевые строки;

(ii) квадратная матрица: количество строк равно количеству столбцов),




a11 a12 · · · a1n−1 a1n
a21 a22 · · · a2n−1 a2n
...

...
. . .

...
an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n−1 a

n−1
n

an1 an2 · · · a2n−1 a2n




.

Порядком квадратной матрицы называют количество её строк (столбцов).
Главная диагональ квадратной матрицы состоит из элементов a11, a22, . . . ,
ann, а побочная диагональ — из элементов a1n, a2n−1, . . . , an−1

2 , an1 . Сумма
элементов главной диагонали называется следом квадратной матрицы и
обозначается trA:

trA = a11 + a22 + · · ·+ ann =

n∑

i=1

aii;

(iii) диагональная матрица: квадратная матрица, у которой все элементы вне
главной диагонали равны нулю,





a11 0 0 · · · 0 0
0 a22 0 · · · 0 0
0 0 a33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · an−1

n−1 0
0 0 0 · · · 0 ann




= diag

(
a11, a

2
2, a

3
3, . . . , a

n−1
n−1, a

n
n

)
;

(iv) верхнетреугольная (правая треугольная) матрица — это квадратная мат-
рица, у которой aij = 0 для всех i > j, а нижнетреугольная (левая тре-
угольная) матрица — это квадратная матрица, у которой aij = 0 для всех
i < j: 



∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗ ∗
0 0 ∗ · · · ∗ ∗
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · ∗ ∗
0 0 0 · · · 0 ∗




,





∗ 0 0 · · · 0 0
∗ ∗ 0 · · · 0 0
∗ ∗ ∗ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
∗ ∗ ∗ · · · ∗ 0
∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗




.

1.3. Линейные операции над матрицами. Будем рассматривать мат-
рицы, элементами которых являются числа.

Матрицы A и B называются равными (обозначение A = B), если их раз-
меры совпадают, а элементы, стоящие на одинаковых местах, равны между
собой:

aij = bij ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n.

Сумма матриц A = (aij)
m
n и B = (bij)

m
n одинакового размера m× n и про-

изведение матрицы A = (aij)
m
n на число α определяются следующим образом:

[A+B]ij = [A]ij + [B]ij , [αA]ij = α[A]ij ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n.
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Операции сложения матриц и умножения матрицы на число называются ли-
нейными операциями.

Теорема 4.1. Операции над матрицами обладают следующими свой-
ствами:
(1) коммутативность сложения:

∀A,B ∈ R
m×n A+B = B +A;

(2) ассоциативность сложения:

∀A,B,C ∈ R
m×n (A+B) + C = A+ (B + C);

(3) свойство нулевой матрицы:

∀A ∈ R
m×n A+O = A,

где O ∈ R
m×n — нулевая матрица размера m× n;

(4) существование противоположной матрицы:

∀A ∈ R
m×n ∃A′ ∈ R

m×n : A+A′ = O;

(5) свойство единицы:
∀A ∈ R

m×n 1 · A = A;

(6) ассоциативность умножения на число:

∀α, β ∈ R, ∀A ∈ R
m×n : α(βA) = (αβ)A;

(7) дистрибутивность относительно сложения матриц:

∀α ∈ R, ∀A,B ∈ R
m×n α(A+B) = αA+ αB;

(8) дистрибутивность относительно сложения чисел:

∀α, β ∈ R, ∀A ∈ R
m×n (α + β)A = αA+ βA.

1.4. Линейная комбинация, линейная оболочка. Рассмотрим про-
странство столбцов R

n.
Линейной комбинацией столбцов X1, X2, . . . , Xk ∈ R

n с коэффициентами
α1, α2, . . . , αk ∈ R называется выражение вида

α1X1 + α2X2 + · · ·+ αkXk.

Линейная комбинация называется тривиальной, если все её коэффициенты
равны нулю:

α1 = α2 = · · · = αk = 0.

Очевидно, тривиальная линейная комбинация любых столбцов равна нулевому
столбцу.

Линейной оболочкой столбцов X1, X2, . . . , Xk называется множество всех
линейных комбинаций, которые можно построить из этих векторов:

L(X1, X2, . . . , Xk)
def
==

{
α1X1 + α2X2 + · · ·+ αkXk

∣∣∣ α1, α2, . . . , αk ∈ R

}
.

Можно рассматривать линейные комбинации матриц любого размера, од-
нако на практике чаще всего встречаются именно линейные комбинации столб-
цов. То же самое касается понятия линейной зависимости и независимости (см.
далее).
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1.5. Линейная зависимость и независимость столбцов.

Определение 4.1. Столбцы X1, . . . , Xk называются линейно зависимы-
ми, если существует их нетривиальная линейная комбинация, равная нулевому
столбцу.

Столбцы X1, . . . , Xk называются линейно независимыми, если равенство
нулевому столбцу их линейной комбинации возможно лишь в случае, если эта
линейная комбинация тривиальна.

Теорема 4.2 (свойства линейно зависимых столбцов). 1. Если в системе
столбцов X1, . . . , Xk имеется нулевой столбец, то эта система линейно
зависима.

2. Если система столбцов X1, . . . , Xk линейно зависима, то среди этих
столбцов найдётся такой, который представить в виде линейной ком-
бинации остальных.

3. Если в системе столбцов X1, . . . , Xk, Xk+1, . . . , Xr столбцы X1, . . . , Xk ли-
нейно зависимы, то и вся система также линейно зависима.

1.6. Векторы и столбцы. Пусть на плоскости (в пространстве) зафикси-
рован некоторый базис. Тогда каждому вектору ставится единственным обра-
зом в соответствие столбец его координат относительно этого базиса. Наоборот,
если задан некоторый столбец, то существует единственный вектор, координа-
ты которого относительно заданного базиса совпадают с элементами данного
столбца. Таким образом, в случае, если базис зафиксирован, между векторами
и столбцами существует взаимно однозначное соответствие

x ↔ X.

Теорема 4.3. Указанное соответствие обладает следующими свойства-
ми: если x ↔ X и y ↔ Y , то

x + y ↔ X + Y, αx ↔ αX.

Соответствие, обладающее такими свойствами, называется изоморфизмом,
а факт изоморфности двух пространств обозначается знаком ≃. Таким обра-
зом,

V1 ≃ R, V2 ≃ R
2, V3 ≃ R

3.

В изоморфных линейных пространствах свойства, которые могут быть выра-
жены в терминах операций сложения и умножения на числа, одинаковы, т.е. с
алгебраической точки зрения изоморфные линейные пространства неразличи-
мы. Это позволяет применять утверждения, доказанные для одного простран-
ства, ко всем изоморфным ему пространствам.

Теорема 4.4. 1. Векторы линейно зависимы тогда и только тогда, ко-
гда линейно зависимы столбцы их координат относительно произвольно
выбранного базиса, причём коэффициенты линейных комбинаций, выража-
ющих линейную зависимость, могут быть выбраны одинаковыми.

2. Векторы линейно независимы тогда и только тогда, когда линейно незави-
симы столбцы их координат относительно произвольно выбранного базиса.

1.7. Произведение матриц. Произведением матриц A ∈ R
m×s и

B ∈ R
s×n называется матрица AB ∈ R

m×n, элементы которой вычисляются по
формуле

[AB]ij =

s∑

k=1

aik b
k
j .
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Таким образом, элемент [AB]ij , расположенный в i-й строке и j-м столбце мат-
рицы AB, равен сумме попарных произведений элементов i-й строки матри-
цы A и элементов j-го столбца матрицы B. Ясно, что перемножить матрицы
можно лишь в том случае, когда количество столбцов первой из перемножа-
емых матриц равно количеству строк второй. Следующая схема иллюстри-
рует правило умножения матриц:

A

B

C

Умножение матриц не обладает свойством коммутативности; более того,
возможны ситуации, когда матрицы AB и BA имеют разные размеры и даже
когда одна из них существует, а другая нет. Если же AB = BA, то такие
матрицы называются коммутирующими.

Произведение двух ненулевых матриц может оказаться нулевой матрицей.
Единичной матрицей I называется диагональная матрица, все диагональ-

ные элементы которой равны 1. Элементы единичной матрицы обозначаются

δij =

{
1, если i = j,

0, если i 6= j;

δij называется символом Кронекера.

Теорема 4.5. Операция умножения матриц обладает следующими свой-
ствами:
(1) ассоциативность:

∀A ∈ R
m×s, ∀B ∈ R

s×p, ∀C ∈ R
p×n A(BC) = (AB)C;

(2) дистрибутивность слева:

∀A ∈ R
m×s, ∀B,C ∈ R

s×n A(B + C) = AB +AC;

(3) дистрибутивность справа:

∀A,B ∈ R
m×s, ∀C ∈ R

s×n (A+B)C = AC +BC;

(4) свойство единичной матрицы:

∀A ∈ R
m×n

ImA = AIn = A,

где Im и In — единичные матрицы порядков m и n соответственно.
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Если A— квадратная матрица, то её степень Ad, d = 0, 1, . . . , определяется
следующим образом:

A0 = I, Ad = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
d раз

.

Пусть f(x) = a0x
d + a1x

d−1 + · · · + ad−1x + ad — многочлен степени d от
переменной x с коэффициентами из R. Тогда под многочленом от матрицы
понимается выражение

f(A) = a0A
d + a1A

d−1 + · · ·+ ad−1A+ adI.

1.8. Структура произведения матриц. Рассмотрим матрицы

A = (ajl )
m
p ∈ R

m×p, B = (blk)
p
n ∈ R

p×n, C = AB = (cjk)
m
n ∈ R

m×n.

Теорема 4.6 (о структуре произведения матриц). Пусть A = (ajl )
m
p ,

B = (blk)
p
n.

(1) k-й столбец матрицы C = AB равен линейной комбинации столбцов мат-
рицы A с коэффициентами, равными элементам k-го столбца матри-
цы B:

Ck =

p∑

l=1

Al b
l
k.

(2) k-й столбец матрицы C = AB равен произведению матрицы A на k-й
столбец матрицы B:

Ck = A ·Bk.

(3) s-я строка матрицы AB равна линейной комбинации строк матрицы B
с коэффициентами, равными элементам s-й строки матрицы A:

Cs =

p∑

k=1

ask B
s.

(4) s-я строка матрицы AB равна произведению s-й строки матрицы A на
матрицу B.

Cs = As ·B.

1.9. Обратная матрица. Квадратная матрица A−1 называется обрат-
ной для квадратной матрицы A, если выполняются соотношения

AA−1 = A−1A = I.

Матрица, для которой существует обратная, называется обратимой. Не все
матрицы обратимы; очевидно, для нулевой матрицы обратная не существует.
Вопрос о существовании обратной матрицы будет решён позже.

Теорема 4.7. Обратимые матрицы обладают следующими свойствами:
(1) Единичная матрица обратима и I

−1 = I.
(2) Если матрица A обратима, то её обратная матрица A−1 также обра-

тима и (A−1)−1 = A.
(3) Если матрица A обратима, то обратная матрица A−1 единственна.
(4) Если матрицы A и B обратимы, то их произведение также обратимо и

(AB)−1 = B−1A−1.
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Теорема 4.8. Матрица

A =

(
a b
c d

)

обратима тогда и только тогда, когда ad − bc 6= 0, и обратная к ней вычис-
ляется по формуле

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
. (11)

Если ab− bc = 0, то матрица A обратной не имеет.

1.10. Транспонирование. Матрицей, транспонированной по отноше-
нию к матрице A = (aij)

m
n ∈ R

m×n, называется матрица AT ∈ R
n×m, элементы

которой суть
[AT ]ji = [A]ij .

Очевидно, количество строк (столбцов) транспонированной матрицы равно ко-
личеству столбцов (строк) исходной матрицы.

Теорема 4.9. Операция транспонирования обладает следующими свой-
ствами:
(1) линейность:

∀α, β ∈ R, ∀A,B ∈ R
m×n (αA+ βB)T = αAT + βBT ;

(2) инволютивность:
∀A ∈ R

m×n (AT )T = A;

(3) правило транспонирования произведения:

∀A ∈ R
m×p, ∀B ∈ R

p×n (AB)T = BTAT .

Использование операции транспонирования позволяет экономить место
при записи столбцов, например, вместо





1
2
3
4





можно написать (1, 2, 3, 4)T .

1.11. Симметричные и кососимметричные матрицы. Матрица A
называется симметричной, если A = AT , и кососимметричной (антисиммет-
ричной), если A = −AT . Очевидно, все элементы главной диагонали кососим-
метричной матрицы равны нулю.

Множества всех симметричных и кососимметричных матриц порядка n
обозначаются соответственно SRn×n и ARn×n.

Легко видеть, что любая линейная комбинация симметричных (кососим-
метричных) матриц также является симметричной (кососимметричной) мат-
рицей. Для произведения матриц аналогичное свойство не выполняется.

Теорема 4.10. Любую квадратную матрицу A можно единственным об-
разом представить в виде суммы симметричной и кососимметричной мат-
риц:

A =
1

2
(A+AT )

︸ ︷︷ ︸
симм.

+
1

2
(A−AT )

︸ ︷︷ ︸
кососимм.

.
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2. Контрольные вопросы и задания

1. Что такое матрица? Как указываются размеры матрицы? Как нумеруются
её элементы?

2. В какой строке и каком столбце расположен элемент матрицы, обозначен-
ный a35? a24?

3. Как определяются линейные операции над матрицами?
4. Перечислите свойства линейных операций над матрицами.
5. Сформулируйте определение линейной комбинации столбцов. Что такое

тривиальная (нетривиальная) линейная комбинация?
6. Сформулируйте определение линейно зависимых и линейно независимых

столбцов. Приведите примеры.
7. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах линейно зависимых столб-

цов.
8. Может ли быть линейно зависимой система, состоящая из одного столбца?
9. Определите, являются ли данные столбцы линейно зависимыми:

(а)




1
2
3



 ,




−1
−2
−3



 ; (б)




13

−24
35



 ,




0
0
0



 ,




2

−5
4



 .

10. Что такое линейная оболочка?
11. Что такое изоморфизм?
12. Как определяется произведение матриц? Приведите примеры.
13. Каким условиям должны удовлетворять матрицы A и B, чтобы (а) суще-

ствовало произведение AB? (б) существовало произведение BA? (в) суще-
ствовали оба произведения AB и BA?

14. Известно, что произведение двух матриц равно нулевой матрице. Следует
ли отсюда, что один из сомножителей представляет собой нулевую матрицу?
Ответ обоснуйте.

15. На какую матрицу нужно умножить матрицу A, чтобы в результате полу-
чить (а) первый столбец A; (б) первую строку A?

16. Что такое символ Кронекера?
17. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах произведения матриц.
18. Как определяется многочлен от матрицы?
19. Сформулируйте и докажите теорему о структуре произведения матриц.
20. Даны матрицы

A =





1 2 3
−2 −1 −3
3 −2 1
1 −3 2



 , B =




4 3 2 3

−2 −2 −1 −3
3 4 1 2



 .
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Запишите линейную комбинацию, в виде которой представляется (а) второй
столбец матрицы AB, (б) третий столбец матрицы BA, (в) вторая строка
матрицы AB, (г) третья строка матрицы BA.1

21. Что такое транспонирование матрицы? Сформулируйте и докажите теорему
о свойствах операции транспонирования.

22. Какие матрицы называются симметричными? кососимметричными?
23. Сформулируйте и докажите теорему о разложении произвольной квадрат-

ной матрицы в сумму симметричной и кососимметричной.
24. Разложите матрицу

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9





в сумму симметричной и кососимметричной.
25. Докажите, что любая линейная комбинация симметричных (кососиммет-

ричных) матриц является симметричной (кососимметричной) матрицей.
26. Что такое обратная матрица? Всегда ли существует обратная матрица?
27. Запишите и докажите формулу вычисления обратной матрицы для (2×)-

матрицы.
28. Существует ли обратная матрица для матрицы-строки (1 2 3)?
29. Приведите пример неквадратных матриц A и B, для которых AB — единич-

ная матрица.2
30. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах обратной матрицы.

3. Примеры решения задач

Пример 4.1. Найдите линейную комбинацию матриц

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

(
1 −3 5
6 −2 0

)

с коэффициентами α = 2, β = −3.
Решение.

αA+ βB = 2 ·
(
1 2 3
4 5 6

)
− 3 ·

(
1 −3 5
6 −2 0

)
=

= 2 ·
(
2 · 1− 3 · 1 2 · 2− 3 · (−3) 2 · 3− 3 · 5
2 · 4− 3 · 6 2 · 5− 3 · (−2) 2 · 6− 3 · 0

)
=

(
−1 13 −9
−4 16 12

)
.

1

(а) [AB]2 = 3









1
−2
3
1







− 2









2
−1
−2
−3







+ 4









3
−3
1
2







 ;

(б) [BA]3 = 3





4
−2
3





− 3





3
−2
4





+





2
−1
1





+ 2





3
−3
2





;

(в) [AB]
2
= −2

(

4, 3, 2, 3
)

−
(

− 2,−2,−1,−3
)

− 3
(

3, 4, 1, 2
)

;

(г) [BA]
3
= 3

(

1, 2, 3
)

+ 4
(

− 2,−1,−3
)

+
(

3,−2, 1
)

+ 2
(

1,−3, 2
)

.

2 A =

(

1 0 0
0 1 0

)

, B =





1 0
0 1
a b





, где a, b — любые числа.
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Пример 4.2. Для матриц

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5
6

)

найдите произведения AB и BA.
Решение.

A
2×2

· B
2×1

=

(
1 2
3 4

)
·

(
5
6

)
=

(
1 · 5 + 2 · 6
3 · 5 + 4 · 6

)
=

(
17
39

)
;

произведение

B
2×1

· A
2×2

=

(
5
6

)
·

(
1 2
3 4

)

не существует, поскольку количество столбцов первой из перемножаемых мат-
риц не равно количеству строк второй.

Пример 4.3. Для матриц

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =




1 2
3 4
5 6





найдите произведения AB и BA.
Решение.

AB =

(
1 2 3
4 5 6

)
·




1 2
3 4
5 6



 =

(
1 · 1 + 2 · 3 + 3 · 5 1 · 2 + 2 · 4 + 3 · 6
4 · 1 + 5 · 3 + 6 · 5 4 · 2 + 5 · 4 + 6 · 6

)
=

(
22 28
49 64

)
,

BA =




1 2
3 4
5 6



 ·
(
1 2 3
4 5 6

)
=




1 · 1 + 2 · 4 1 · 2 + 2 · 5 1 · 3 + 2 · 6
3 · 1 + 4 · 4 3 · 2 + 4 · 5 3 · 3 + 4 · 6
5 · 1 + 6 · 4 5 · 2 + 6 · 5 5 · 3 + 6 · 6



 =




9 12 15
19 26 33
29 40 51



 .

Этот пример показывает, что при перестановке местами матриц-сомножителей
произведения получаются разными; более того, они имеют разные размеры.

Пример 4.4. Для матриц

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6
7 8

)

найдите произведения AB и BA.
Решение.

AB =

(
1 2
3 4

)
·
(
5 6
7 8

)
=

(
19 22
43 50

)
, BA =

(
5 6
7 8

)
·

(
1 2
3 4

)
=

(
23 34
31 46

)
.

Здесь размеры матриц-произведений AB и BA равны, но сами произведения
различны; таким образом, матрицы A и B не коммутируют.

Пример 4.5. Убедитесь в том, что матрицы

A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
2 3
0 2

)

коммутируют.
Решение. Вычисляя произведения AB и BA, убеждаемся, что они совпа-

дают:

AB =

(
1 2
0 1

)
·

(
2 3
0 2

)
=

(
2 7
0 2

)
; BA =

(
2 3
0 2

)
·
(
1 2
0 1

)
=

(
2 7
0 2

)
.
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Пример 4.6. Докажите, что матрица A = λI, где λ— произвольное число,
а I — единичная матрица, коммутирует со всеми матрицами того же порядка.

Решение. Для произвольной матрицы B того же порядка, что рассматри-
ваемая матрица A, имеем:

AB = (λI)B = λ(IB) = λB = λ(BI) = B(λI) = BA,

что и требовалось.

Пример 4.7. Найдите обратную матрицу для матрицы

A =

(
1 −1
2 3

)
.

Решение. Для данной матрицы ad−bc = 1 ·3−(−1)·2 = 5, так что, согласно
теореме 4.8, обратная матрица существует и

A1 =
1

5

(
3 1

−2 1

)
.

В правильности вычисления можно убедиться непосредственной проверкой:

A1A =
1

5

(
3 1

−2 1

) (
1 −1
2 3

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Пример 4.8. Найдите неизвестную матрицу X из уравнения (а) XA = B;
(б) AY = B, где

A =

(
2 3
4 5

)
, B =

(
4 −3
2 −1

)
.

Решение. Каждая из матриц X , Y имеет размер 2×2. Проверим, обратима
ли матрица A:

ad− bc = 2 · 5− 4 · 3 = −2 6= 0,

т.е. матрица A−1 существует и равна

A−1 =
1

−2

(
5 −3

−4 2

)
=

(
−5/2 3/2

2 −1

)
.

Умножая обе части уравнения XA = B справа на A−1, получим

XAA−1 = BA−1 ⇐⇒ X = BA−1 =

(
4 −3
2 −1

) (
−5/2 3/2

2 −1

)
=

(
−16 9
−7 4

)
.

Умножая обе части уравнения AY = B слева на A−1, получим

A−1AY = A−1B ⇐⇒ Y = A−1B =

(
−5/2 3/2

2 −1

) (
4 −3
2 −1

)
=

(
−7 6
6 −5

)
.

Ответ: X =

(
−16 9
−7 4

)
, Y =

(
−7 6
6 −5

)
.

Пример 4.9. Пусть матрицы A и B таковы, что оба произведения AB и
BA существуют, т.е. A ∈ R

m×n и B ∈ R
n×m. Докажите, что tr(AB) = tr(BA).

Решение. Во-первых, оба произведения AB и BA являются квадратны-
ми матрицами, а потому можно говорить о следах AB и BA: AB ∈ R

m×m,
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BA ∈ R
n×n. Имеем:

[AB]ij =

n∑

k=1

aikb
k
j , tr(AB) =

m∑

i=1

[AB]ii =

m∑

i=1

n∑

k=1

aikb
k
i ,

[BA]ij =
m∑

l=1

bila
l
j , tr(BA) =

n∑

i=1

[BA]ii =
n∑

i=1

m∑

l=1

bila
l
i,

т.е. для следов tr(AB) и tr(BA) получены одинаковые выражения.

4. Задачи для самостоятельного решения

4.1. Для матриц

A =




1 −2
0 1
5 −3



 , B =




−1 −2
1 3
0 5



 , C =




3 −5

−2 3
1 −4





найдите (3A− 2B)CT , (3AT − 2BT )C, CT (3A− 2B).

4.1.




25 −16 13
9 −5 10

140 −87 91



,
(

34 −91
−19 77

)
,

(
34 −19

−91 77

)
.

4.2. Найдите

(а)
(
1 1
0 1

)n

; (б)
(
1 1
1 1

)n

; (в)




1 1 1
0 0 0
0 0 0




n

; (г)





0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0





n

.

4.2. (а)
(
1 n
0 1

)
; (б) 2n−1

(
1 1
1 1

)
; (в)




1 1 1
0 0 0
0 0 0



; (г)





0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



 при n = 2,





0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 при n = 3, O при n > 4.

4.3. Для данных матриц найдите AB −BA:

A =




1 −2 3
0 1 2
5 −3 2



 , B =




4 −1 −4

−1 1 0
−2 3 5



 .

4.3.




16 3 9
−4 4 11
−4 6 −20



.



64 4. МАТРИЦЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

4.4. Найдите f(A), если

(а) A =

(
2 3
4 5

)
, f(x) = x2 − 7x− 2;

(б) A =

(
1 3
1 2

)
, f(x) = x2 − 3x− 1;

(в) A =

(
2 −1
3 2

)
, f(x) = x2 + 3x+ 2;

(г) A =

(
3 1

−2 2

)
, f(x) = x2 − x+ 3.

4.4. (а) O; (б) O; (в)
(

9 −7
21 9

)
; (г)

(
7 4

−8 3

)
.

4.5. Найдите неизвестную матрицу X из уравнения (а) XA = B; (б)
AX = B, где

A =

(
2 3
4 5

)
, B =

(
0 2
4 6

)
.

4.5. (а)
(
4 −2
2 0

)
; (б)

(
6 4

−4 −2

)
.

4.6. Найдите:

(а)
(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
; (б)

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)n

.

4.6. (а)
(
cos(ϕ+ ψ) − sin(ϕ+ ψ)
sin(ϕ+ ψ) cos(ϕ+ ψ)

)
; (б)

(
cosnϕ − sinnϕ
sinnϕ cosnϕ

)
.

4.7. Докажите, что каждая матрица A =
(
a b
c d

)
второго порядка удовле-

творяет уравнению x2 − (a+ d)x+ (ad− bc) = 0.

4.7. Указание: проверяется непосредственной подстановкой.

4.8. Найдите все матрицы второго порядка, квадраты которых равны
(а) нулевой матрице; (б) единичной матрице.

4.8. (а)
(
a b
b −a

)
, где a2 + bc = 0; (б) ±I,

(
a b
b −a

)
, где a2 + bc = 1;

4.9. Докажите, что если AB = BA, то
(а) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2;
(б) A2 −B2 = (A−B)(A +B).

4.10. Проверьте, справедливы ли тождества
(а) (A+B)(A −B) = (A−B)(A+B);
(б) (A+ I)3 = A3 + 3A2 + 3A+ I.

4.11. Пусть Ak = O. Докажите, что (I−A)−1 = I+A+A2 + · · ·+Ak−1.

4.11. Умножьте обе части доказываемого равенства на (I−A).

4.12. Матрица A такова, что A2 + A + I = O. Докажите, что A обратима,
и найдите A−1.

4.12. A2 +A = −I, откуда A(A+ I) = −I, так что A−1 = −(A+ I).
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4.13. Обратимые матрицы A и B коммутируют. Докажите, что A−1 и B−1

также коммутируют.

4.14. Докажите формулу (P−1AP )k = P−1AkP .

4.15. Пусть f(x) — многочлен. Докажите, что f(P−1AP ) = P−1f(A)P .

4.16. Пусть X , Y — столбцы одинаковой высоты и A = XY T . Докажите,
что существует такое число p, что A2 = pA.

4.16. A2 = (XY T )(XY T ) = X(Y TX)Y T . Произведение Y TX строки Y T

на столбец X является числом; обозначая его через p, получаем A2 = pA.

4.17. Матрицы A и B симметричны. Докажите, что матрица AB симмет-
рична тогда и только тогда, когда A и B коммутируют.

4.18. Матрицы A и B кососимметричны. (а) Докажите, что матрица AB
симметрична тогда и только тогда, когда A и B коммутируют. (б) Найдите
необходимое и достаточное условие кососимметричности произведения AB.

4.18. (б) Произведение AB кососимметричных матриц кососимметрично
тогда и только тогда, когда AB +BA = O.

4.19. Докажите равенство tr(A+B) = trA+ trB.

4.20. Пусть A ∈ R
n×n (т.е. A— вещественная квадратная матрица). Дока-

жите, что из равенства tr(ATA) = 0 вытекает, что A = O.

4.21. Коммутатором квадратных матриц A и B называется матрица
[A,B] = AB −BA. Докажите следующие свойства коммутатора матриц:
(1) [A,B] = −[B,A];
(2) [A,A] = O;
(3) [A, I] = [I, A] = O;
(4) [A, (B + C)] = [A,B] + [A,C];
(5) [αA,B] = α[A,B];
(6) [A,BC] = [A,B]C +B[A,C];
(7) [A,B]T = −[AT , BT ];
(8) [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = O (тождество Якоби).

4.22. Докажите, что равенство AB −BA = I невозможно.

4.22. Указание: вычислите следы матриц в левой и правой частях соот-
ношения.

4.23. Пусть X , Y — столбцы одинаковой высоты, µ = 1 + Y TX 6= 0,
B = I+XY T . Докажите, что B−1 = I− 1

µ
XY T .

4.23.

(I+XY T )

(
I− 1

µ
XY T

)
= I− 1

µ
XY T +XY T − 1

µ
(XY T )(XY T )

= I+XY T

(
1− 1

µ

)
− 1

µ
X

(
Y TX︸ ︷︷ ︸
=µ−1

)
Y T = I+XY T

(
1− 1

µ
− µ− 1

µ︸ ︷︷ ︸
=0

)
= I.

4.24. Последовательность Фибоначчи — это числовая последовательность,
которая задаётся рекуррентно соотношениями

x0 = 1, x1 = 1, xn = xn−1 + xn−2 n > 2.
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Найдите такую (2× 2)-матрицу A, что
(

xn
xn+1

)
= An

(
x0
x1

)
.

4.24. A =

(
0 1
1 1

)
.



СЕМИНАР 5

Определители второго и третьего порядка.
Преобразования базисов и координат

1. Основные определения и факты

1.1. Определители второго порядка. Определителем (2× 2)-матрицы

A =

(
a b
c d

)

(определителем второго порядка) называется число

detA = |A| = det

(
a b
c d

)
=

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Теорема 5.1. Определитель второго порядка detA обладает следующими
свойствами:
(1) линейность по первому столбцу:

∣∣∣∣
a1 + a2 b
c1 + c2 d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a1 b
c1 d

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
a2 b
c2 d

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣
αa b
αc d

∣∣∣∣ = α

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ ;

кроме того, имеет место аналогичное свойство линейности по второму
столбцу;

(2) кососимметричность: ∣∣∣∣
a a
c c

∣∣∣∣ = 0

(определитель с одинаковыми столбцами равен нулю);
(3) нормировка: ∣∣∣∣

1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Из этих основных свойств определителя вытекают также следующие, по-
лезные при вычислении, свойства:
(4) При перестановке столбцов определитель меняет знак:

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣
b a
d c

∣∣∣∣ .

(5) Определитель второго порядка не изменится, если к любому из его столб-
цов прибавить другой столбец, умноженный на произвольное число, на-
пример, ∣∣∣∣

a+ αb b
c+ αd d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ .

(6) Определитель не изменяется при транспонировании матрицы:
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a c
b d

∣∣∣∣ .

67
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Решение системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными:
{
ax+ by = p,

cx+ dy = q,
(12)

где a, b, c, d, p, q — заданные числа, x, y — неизвестные, может быть записано
с помощью формул Крамера:

x =

∣∣∣∣
p b
q d

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣

=
detAx

detA
, y =

∣∣∣∣
a p
c q

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣

=
detAy

detA
, (13)

где матрицаAx (соответственно,Ay) получается из матрицы A заменой первого
(соответственно, второго) столбца на столбец, состоящий из свободных членов
уравнений. Если detA = 0, то формулы Крамера неприменимы; в этом случае
система либо не имеет решений, либо решение не является единственным.

Теорема 5.2. Определитель второго порядка равен нулю тогда и только
тогда, когда его столбцы линейно зависимы.

1.2. Определители третьего порядка. Рассмотрим квадратную (3×3)-
матрицу:

A =




a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3



 =
∥∥∥a, b, c

∥∥∥, a =




a1
a2
a3



 , b =




b1
b2
b3



 , c =




c1
c2
c3



 .

Определитель этой матрицы определяется как функция

det : R3×3 → R,

областью определения которой является множество всех вещественных (3×3)-
матриц, либо как функция

det : R3 × R
3 × R

3 → R,

трёх аргументов, которыми являются трёхэлементные столбцы, обладающая
следующими свойствами:
(1) линейность по столбцам:

|a1 + a2, b, c| = |a1, b, c|+ |a2, b, c| , |αa, b, c| = α |a, b, c| ,
и аналогично для всех остальных столбцов;

(2) кососимметричность: определитель с двумя одинаковыми столбцами равен
нулю,

|a,a, c| = 0

и аналогично для других столбцов;
(3) нормировка: ∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Помимо основных определяющих свойств определитель третьего порядка
обладает следующими свойствами:
(4) при перестановке любых двух столбцов определитель меняет знак на про-

тивоположный, например,
|a, b, c| = −|b,a, c|;
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(5) определитель не изменится, если к любому его столбцу прибавить произ-
вольную линейную комбинацию остальных столбцов, например,

|a + βb + γc, b, c| = |a, b, c| ;
(6) определитель не меняется при транспонировании матрицы:

detAT = detA.

Последнее свойство означает, что строки и столбцы определителя равно-
правны: любое утверждение, сформулированное для столбцов, имеет аналог,
справедливый для строк.

Решение системы трёх линейных уравнений с тремя неизвестными вида





a1x+ b1y + c1z = p1,
a2x+ b2y + c2z = p2,
a3x+ b3y + c3z = p3,

которую можно записать в виде

ax+ by + cz = p,

где

a =




a1
a2
a3



 , b =




b1
b2
b3



 , c =




c1
c2
c3



 , p =




p1
p2
p3



 ,

может быть найдено при помощи формул Крамера:

x =
|p, b, c|
|a, b, c| =

detAx

detA
, y =

|a,p, c|
|a, b, c| =

detAy

detA
, z =

|a, b,p|
|a, b, c| =

detAz

detA
,

где определители detAx, detAy, detAz получаются из определителя detA за-
меной соответствующего столбца на столбец свободных членов уравнений си-
стемы.

Формулы Крамера дают решение в случае, когда определитель |a, b, c| ос-
новной матрицы системы отличен от нуля, и при этом доказывают единствен-
ность этого решения. Если же |a, b, c| = 0, то формулы Крамера неприменимы;
в этом случае система может либо не иметь решений, либо иметь более одного
решения.

Теорема 5.3. Для определителя третьего порядка имеет место следу-
ющая формула, называемая разложением по первому столбцу:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣
b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ − a2

∣∣∣∣
b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ + a3

∣∣∣∣
b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ .

Аналогичные формулы справедливы для разложений определителя по элемен-
там второго и третьего столбцов:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= −b1

∣∣∣∣
a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣ + b2

∣∣∣∣
a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣ − b3

∣∣∣∣
a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= c1

∣∣∣∣
a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ − c2

∣∣∣∣
a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣ + c3

∣∣∣∣
a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ .
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Определители второго порядка, входящие в состав приведённых формул,
называются минорами соответствующих элементов, и получаются из исходного
определителя третьего порядка вычёркиванием строки и столбца, на пересече-
нии которых стоит соответствующий им элемент. Минор, умноженный на ±1
в зависимости от местоположения в матрице соответствующего этому минору
элемента согласно следующей схеме:




+ − +
− + −
+ − +



 ,

называется алгебраическим дополнением этого элемента.

Теорема 5.4 (фальшивое разложение определителя). Сумма произведе-
ний элементов любого столбца определителя на алгебраические дополнения
элементов другого столбца равно нулю.

Вычисляя алгебраические дополнения, входящие в разложение определи-
теля третьего порядка по элементам какого-либо столбца, получаем следую-
щую формулу, называемую полным разложением определителя:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1.

Правая часть формулы представляет собой сумму шести слагаемых, каждое
из которых является произведением трёх элементов определителя, причём три
слагаемых берутся со знаком +, а три остальных — со знаком −. Для запо-
минания этих произведений и их знаков имеются следующие мнемонические
правила:

Во второй из этих схем к матрице приписаны справа её первые два столбца.
Пользоваться этими правилами для практического вычисления определителей
крайне нежелательно, потому что они приводят к большому объёму вычисле-
ний; кроме того, при вычислении произведений легко ошибиться в знаке.

Теорема 5.5. Определитель третьего порядка равен нулю тогда и толь-
ко тогда, когда его столбцы линейно зависимы.

1.3. Определитель произведения матриц.

Теорема 5.6. Если A и B — матрицы второго или третьего порядка, то

det(AB) = detA · detB.

1.4. Вычисление обратной матрицы.

Теорема 5.7. Матрица A обратима тогда и только тогда, когда
detA 6= 0, что эквивалентно условию линейной независимости столбцов
(строк) матрицы A. Обратная матрица вычисляется по формуле

A−1 =
1

detA
(adjA)T ,
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где adjA— матрица, элементами которой являются алгебраические допол-
нения элементов матрицы A; она называется присоединённой матрицей для
матрицы A.

1.5. Преобразование базисов и ориентация. Пусть на плоскости за-
даны два произвольных базиса (условно назовем их старым и новым)

e1, e2, f1, f2.

Векторы нового базиса можно представить в виде линейных комбинаций век-
торов старого базиса:

f1 = c11e1 + c21e2,

f2 = c12e1 + c22e2.

Введём матрицы

E = (e1, e2), F = (f1,f2), C =

(
c11 c

2
1

c12 c
2
2

)
.

Аналогичные рассуждения можно провести и для базисов в пространстве.
Рассмотрим в пространстве два базиса e1, e2, e3 и f1,f2,f3 и матрицу перехода
от одного базиса к другому:

f1 = c11e1 + c21e2 + c31e3,

f2 = c12e1 + c22e2 + c32e3,

f3 = c13e1 + c23e2 + c33e3

=⇒ C =




c11 c

1
2 c

1
3

c21 c
2
2 c

2
3

c31 c
3
2 c

3
3



 ;

матрицы E = (e1, e2, e3) и F = (f1,f2,f3) связаны соотношением F = EC.
Матрица C в этих соотношениях называется матрицей перехода от бази-

са E к базису F . Определитель матрицы перехода отличен от нуля в силу
линейной независимости векторов базиса:

detC 6= 0.

Базисы E и F называются одноимёнными (соответственно, разноимённы-
ми), если матрица перехода C от E к F имеет положительный (соответственно,
отрицательный) определитель. Если базис F является одноимённым с базисом
E, пишем F ≃ E.

Теорема 5.8. Отношение одноимённости базисов является отношением
эквивалентности.

Таким образом, множество всех базисов на плоскости или в пространстве
разбивается на два класса эквивалентности следующим образом. Пусть E —
некоторый базис. К одному классу эквивалентности относятся все базисы, од-
ноимённые с E (и при этом одноимённые между собой), к другому — разно-
имённые с E (и при этом одноимённые между собой).

Каждый из двух классов одноимённых базисов называется ориентацией
плоскости (пространства). На плоскости (в пространстве) существует ровно
две ориентации, одна из которых называется положительной, а вторая — отри-
цательной.

Примем следующее соглашение об ориентации, устанавливающее связь
между абстрактным понятием ориентации и наглядным представлением о ней.

Базис на плоскости e1, e2 будем называть правым, если кратчайший по-
ворот, переводящий вектор e1 в вектор e2, осуществляется против часовой
стрелки.
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e1

e1 e2

e2

Базис в пространстве e1, e2, e3 называется правым, если выполнено одно
из следующих условий:

(1) если смотреть из конца вектора e3, то кратчайший поворот, переводя-
щий вектор e1 в вектор e2, осуществляется против часовой стрелки;

(2) векторы e1, e2, e3 удовлетворяют правилу буравчика: если вращать
буравчик в направлении поворота, переводящего (кратчайшим обра-
зом) вектор e1 в вектор e2, то поступательное движение буравчика
происходит в направлении вектора e3:

e1

e1
e2

e2

e3e3

(3) векторы e1, e2, e3 удовлетворяют правилу правой руки: их расположе-
ние совпадает с естественным положением большого, указательного и
среднего пальцев правой руки:

e1e1

e2

e2

e3
e3

Термины «положительная ориентация» и «отрицательная ориентация» аб-
страктны, основаны лишь на алгебраических свойствах базисов (и матриц пе-
рехода), в то время как термины «правый базис» и «левый базис» связаны с
наглядными представлениями об ориентации плоскости или пространства.

1.6. Преобразование координат на плоскости.
1. Общий случай преобразования декартовых координат на плоскости.
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A

O
x1

x2

e1

e2

O′

x′
1

x′
2 e′

1

e′
2

Пусть на плоскости заданы две декартовы системы координат Oe1e2 и
O′e′

1e′
2, причём известен радиус-вектор

−−→
OO′ начала второй системы относи-

тельно первой и разложения базисных векторов второй системы по базисным
векторам первой:

−−→
OO′ = a1e1 + a2e2,

e′
1 = c11e1 + c21e2,

e′
2 = c12e1 + c22e2.

Введём следующие матрицы:

X0 =

(
a1
a2

)
, X =

(
x1
x2

)
, X ′ =

(
x′
1

x′
2

)
, C =

(
c11 c

1
2

c21 c
2
2

)

;

их геометрический смысл: X0 — столбец координат начала O′ второй системы
координат относительно первой, X — столбец координат произвольной точки A
плоскости в системе Oe1e2, X ′ — столбец координат произвольной точки плос-
кости в системе O′e′

1e′
2, C — матрица перехода от базиса e1, e2 к базису e′

1, e′
2.

Формулы преобразования координат:

X = X0 + CX ′, X ′ = C−1(X −X0).

Координаты X ′
0 начала O системы Oe1e2 в системе O′e′

1e′
2:

X ′
0 = −C−1X.

В случае, когда начала O и O′ обеих систем координат совпадают, форму-
лы, по которым преобразуются векторы базиса и координаты, имеют следую-
щий вид:

переход Oxy → Ox′y′: E′ = EC, X ′ = C−1X,

переход Ox′y′ → Oxy: E = E′C−1, X = CX ′.

Обратите внимание, что векторы базиса и столбцы координат преобразуют-
ся с помощью взаимно обратных матриц. Поскольку координаты вектора не
меняются при сдвиге, эти же формулы описывают преобразование координат
вектора.

2. Поворот прямоугольной декартовой системы координат.
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Рассмотрим на плоскости две декартовых прямоугольных системы коор-
динат Oxy и Ox′y′ с общим началом, одна из которых получена из другой
поворотом вокруг точки O на угол α:

A

O x

y

x′

y′

i

j
i′j ′

x

y

x′
y′

α

Векторы нового базиса E′ = (i′, j′) выражаются через векторы старого
базиса E = (i, j) следующим образом:

i′ = cosα i + sinα j,

j ′ = − sinα i + cosα j
=⇒ C =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
, E′ = EC.

Обратная матрица

C−1 =

(
cosα sinα

− sinα cosα

)

обладает свойством C−1 = CT ; такие матрицы называются ортогональными.
Формулы преобразования базисных векторов и координат:

{
i′ = cosα i + sinα j,

j′ = − sinα i + cosα j,

{
x′ = cosαx+ sinαy,

y′ = − sinαx+ cosαy

для перехода Oxy → Ox′y′ и

i = cosα i′ − sinα j,

j = sinα i′ + cosα j,

{
x = cosαx′ − sinαy′,

y = sinαx′ + cosαy′.

для обратного перехода Ox′y′ → Oxy.

2. Контрольные вопросы и задания

1. Сформулируйте определение определителя второго порядка.
2. Сформулируйте и докажите основные свойства определителя второго по-

рядка.
3. Сформулируйте и докажите свойства определителя второго порядка, явля-

ющиеся следствием основных.
4. Докажите формулы Крамера для системы двух уравнений с двумя неиз-

вестными.
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5. Сформулируйте и докажите критерий равенства нулю определителя второ-
го порядка.

6. Сформулируйте и докажите теорему об определителе произведения матриц
для определителей второго порядка.

7. Сформулируйте определение определителя третьего порядка.
8. Сформулируйте и докажите свойства определителя третьего порядка, вы-

текающие из определяющих свойств.
9. Известно, что числа 737, 871, 938 делятся на 67. Докажите, что число

∣∣∣
7 3 7
8 7 1
9 3 8

∣∣∣
также делится на 67, не вычисляя определителя.

10. Докажите формулы Крамера для системы трёх уравнений с тремя неизвест-
ными.

11. Запишите формулы разложения определителя по любому столбцу.
12. Что такое минор элемента определителя? Что такое алгебраическое допол-

нение элемента определителя? В чём различие между этими понятиями?
13. Чему равен минор элемента 6 определителя

∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣? Чему равен алгебраи-
ческое дополнение этого элемента?1

14. Сформулируйте и докажите теорему о фальшивом разложении определите-
ля.

15. Запишите полное разложение определителя третьего порядка.
16. Сформулируйте и докажите критерий равенства нулю определителя третье-

го порядка.
17. Сформулируйте и докажите теорему об определителе произведения матриц

для определителей третьего порядка.
18. Сформулируйте и докажите теорему о существовании обратной матрицы

для (3× 3)-матриц.
19. Что такое матрица перехода от одного базиса к другому?
20. Образуют ли векторы a = 2i + 3j и b = 4i + 6j базис на плоскости? Если

да, то запишите матрицу перехода от базиса i, j к базису a, b.2
21. Образуют ли векторы a = i+2j и b = 3i+4j базис на плоскости? Если да,

то запишите матрицу перехода от базиса i, j к базису a, b.3
22. Какие базисы называются одноимёнными? разноимёнными?
23. На плоскости даны базисы E = (e1, e2) и F = (f1,f2), где f1 = e1 + 2e2,

f2 = 3e1 + 4e2. Одноимённы ли базисы E и F ?4

24. Запишите формулы преобразования координат точек плоскости при пово-
роте декартовой прямоугольной системе координат.

25. Запишите общие формулы преобразования координат точек плоскости при
переходе от одной декартовой системы координат к другой.

1 Минор =

∣

∣

∣

∣

1 2
7 8

∣

∣

∣

∣ = −6, алгебраическое дополнение = −
∣

∣

∣

∣

1 2
7 8

∣

∣

∣

∣ = 6.

2 Не являются, так как они коллинеарны: b = 2a. Установить факт коллинеарности

можно, рассмотрев определитель «матрицы перехода»
∣

∣

∣

∣

2 4
3 6

∣

∣

∣

∣ = 0.

3 Образуют. Матрица перехода C =

∣

∣

∣

∣

1 3
2 4

∣

∣

∣

∣, |C| = −2.

4 Разноимённы, поскольку |C| = −2 (см. вопрос 21).
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3. Примеры решения задач

Пример 5.1. Докажите, что уравнение
∣∣∣∣
a− x b
b c− x

∣∣∣∣ = 0

разрешимо при любых a, b, c.
Решение. Раскрывая определитель, получим квадратное уравнение

(a− x)(c − x)− b2 = 0 ⇐⇒ x2 − x(a+ c) + (ac− b2) = 0.

Его дискриминант

D = (a+ c)2 − 4(ac− b2) = a2 − 2ac+ c2 + 4b2 = (a− c)2 + b2 > 0,

так что уравнение имеет корни.

Пример 5.2. Докажите, что площадь параллелограмма, сторонами кото-
рого являются векторы a и b с координатами (a1, a2) и (b1, b2) соответственно,
равна

S = ±
∣∣∣∣
a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ .

O x

y

a

b

a1

a2

b1

b2

β
α

ϕ

Решение. Площадь параллелограмма равна

S = |a| · |b| · sinϕ = |a| · |b| · sin(β − α) =

= |a| · |b| ·
(
sinβ cosα− cosβ sinα

)
=

= |a| cosα
︸ ︷︷ ︸

=a1

· |b| sinβ
︸ ︷︷ ︸

b2

− |a| sinα
︸ ︷︷ ︸

a2

· |b| cosβ
︸ ︷︷ ︸

b1

= a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣
a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ .

Самостоятельно выясните роль знака ± в формуле.

Пример 5.3. Пусть все элементы матрицы A второго порядка являются
дифференцируемыми функциями одной переменной x, так что определитель
detA этой матрицы также является функцией от x. Докажите, что detA—
дифференцируемая функция, причём имеет место формула

∣∣∣∣
a(x) b(x)
c(x) d(x)

∣∣∣∣
′

=

∣∣∣∣
a′(x) b′(x)
c(x) d(x)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
a(x) b(x)
c′(x) d′(x)

∣∣∣∣ .
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Решение.
∣∣∣∣
a(x) b(x)
c(x) d(x)

∣∣∣∣
′

=
d

dx

(
a(x)d(x) − b(x)c(x)

)
=

= a′(x)d(x) + a(x)d′(x)
✿✿✿✿✿✿✿✿

− b′(x)c(x) − b(x)c′(x)
✿✿✿✿✿✿✿

=

=
(
a′(x)d(x) − b′(x)c(x)

)
+

(
a(x)d′(x)− b′(x)c′(x)

)
=

=

∣∣∣∣
a′(x) b′(x)
c(x) d(x)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
a(x) b(x)
c′(x) d′(x)

∣∣∣∣ .

Пример 5.4. Решите систему уравнений с помощью формул Крамера и с
помощью обратной матрицы:

{
−2x + 3y = 12,
11x − 6y = −7.

Решение. 1. Вычислим определители, необходимые для применения фор-
мул Крамера:

detA =

∣∣∣∣
−2 3
11 −6

∣∣∣∣ = (−2) · (−6)− 3 · 11 = 12− 33 = −21,

detAx =

∣∣∣∣
12 3
−7 −6

∣∣∣∣ = 12 · (−6)− 3 · (−7) = −72 + 21 = −51,

detAy =

∣∣∣∣
−2 12
11 −7

∣∣∣∣ = (−2) · (−7)− 12 · 11 = 14− 132 = −118.

По формулам Крамера получаем

x =
detAx

A
=

17

7
, y =

detAy

A
=

118

21
.

2. Запишем систему в матричной форме AX = B, введя матрицы

A =

(
−2 3
11 −6

)
, X =

(
x
y

)
, =

(
12
−7

)
.

Вычислим обратную матрицу A−1 с помощью формулы из теоремы 4.8
(см. с. 77):

A−1 =
1

(−2) · (−6)− 11 · 3

(
−6 −3

−11 −2

)
= − 1

21

(
−6 −3

−11 −2

)
=

(
2
7

1
7

11
21

2
21

)

.

Умножая обе части уравненияAX = B на A−1 слева и учитывая, чтоA−1A = I,
получим

X = A−1B =

(
2
7

1
7

11
21

2
21

) (
12
−7

)
=

(
17
7

118
21

)

.

Пример 5.5. При любом значении p решите систему уравнений
{
(p+ 2)x − 3y = p,

x + (p− 2)y = −1.

Решение. Вычислим определитель основной матрицы системы:

|A| =
∣∣∣∣
p+ 2 −3
1 p− 2

∣∣∣∣ = p2 − 1.
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Если p 6= ±1, то система имеет единственное решение, которое можно найти
по формулам Крамера:

|Ax| =
∣∣∣∣
p −3
−1 p− 2

∣∣∣∣ = p2 − 2p− 3, x =
|Ax|
|A| =

(p+ 1)(p− 3)

(p− 1)(p+ 1)
=
p− 3

p− 1
,

|Ay| =
∣∣∣∣
p+ 2 p
1 −1

∣∣∣∣ = −2p− 2, y =
|Ay|
|A| =

−2(p+ 1)

(p− 1)(p+ 1)
= − 2

p− 1
.

Если p = −1, то система имеет вид
{
x − 3y = −1,
x − 3y = −1,

т.е. состоит из двух одинаковых уравнений. Взяв y произвольно, y = c, найдём
с помощью этого уравнения x = 3c− 1.

Если p = 1, то система имеет вид
{
3x − 3y = 1,
x − y = −1;

полученные уравнения противоречивы, так что система не имеет решений.

Ответ: при p 6= ±1 решение единственно:
(
p− 3

p− 1
;− 2

p− 1

)
; при p = −1

решений бесконечно много: (3c − 1; c), где c— произвольное число; при p = 1
решений нет.

Пример 5.6. Не раскрывая определителя, докажите, что он равен нулю:

(а)

∣∣∣∣∣∣

sin2 α 1 cos2 α
sin2 β 1 cos2 β
sin2 γ 1 cos2 γ

∣∣∣∣∣∣
; (б)

∣∣∣∣∣∣

a+ b c 1
b+ c a 1
c+ a b 1

∣∣∣∣∣∣
.

Решение. (а) Столбцы определителя линейно зависимы (второй столбец
равен сумме первого и третьего), так что определитель равен нулю в силу
теоремы 5.5.

(б) Если к первому столбцу определителя прибавить второй, то получен-
ный столбец, все элементы которого будут равны a + b + c, окажется пропор-
циональным третьему столбцу, и вновь ссылаемся на теорему 5.5.

Пример 5.7. Решите систему уравнений с помощью формул Крамера и с
помощью обратной матрицы:






x + 2y + 3z = 14,
2x + 4y − z = 7,

−4x + 5y + z = 9.

Решение. 1. Вычислим определители, необходимые для применения фор-
мул Крамера. Определитель основной матрицы системы:

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3

2 4 −1

−4 5 1

∣∣∣∣∣∣
=
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преобразуем так, чтобы получить два нуля в первом столбце на месте выде-
ленных элементов; для этого сначала из второй строки вычтем первую, умно-
женную на 2:

=

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2− 2 · 1 4− 2 · 2 −1− 2 · 3

−4 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 0 −7

−4 5 1

∣∣∣∣∣∣
;

поскольку во второй строке образовались два нулевых элемента, немного из-
меним наши первоначальные намерения и раскроем определитель по второй
строке:

= −(−7) ·
∣∣∣∣

1 2
−4 5

∣∣∣∣ = 91

(обратите внимание на минус перед (−7), появившийся в силу соотношения
между минорами и алгебраическими дополнениями). Далее, для вычисления
определителя

detAx =

∣∣∣∣∣∣

14 2 3
7 4 −1
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

попытаемся получить нули в третьем столбце; для этого к первой строке при-
бавим утроенную вторую строку:

=

∣∣∣∣∣∣

14 + 3 · 7 2 + 3 · 4 3 + 3 · (−1)
7 4 −1
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

35 14 0
7 4 −1
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

и ко второй строке прибавим третью строку:

=

∣∣∣∣∣∣

35 14 0
7 + 9 4 + 5 −1 + 1
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

35 14 0
16 9 0
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
=

разложим определитель по третьему столбцу:

= +1 ·
∣∣∣∣
35 14
16 9

∣∣∣∣ = 7

∣∣∣∣
5 2
16 9

∣∣∣∣ = 7 · (45− 32) = 91;

здесь мы вынесли за знак определителя общий множитель 7 элементов первой
строки.

При вычислении определителей

detAy =

∣∣∣∣∣∣

1 14 3

2 7 −1

−4 9 1

∣∣∣∣∣∣
, detAz =

∣∣∣∣∣∣

1 2 14

2 4 7

−4 5 9

∣∣∣∣∣∣
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попытаемся получить нули в первом столбце на месте выделенных элементов
аналогично тому, как это было сделано при вычислении detA; после этого каж-
дый из полученных определителей разложим по элементам первого столбца:

detAy =

∣∣∣∣∣∣

1 14 3
2 7 −1

−4 9 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 14 3
0 −21 −7
0 65 13

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−21 −7
65 13

∣∣∣∣ = 182,

detAz =

∣∣∣∣∣∣

1 2 14
2 4 7

−4 5 9

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 14
0 0 −21
0 13 65

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
0 −21

13 65

∣∣∣∣ = 273.

Теперь находим решение системы:

x =
detAx

detA
=

91

91
= 1, y =

detAy

detA
=

182

91
= 2, z =

detAz

detA
=

273

91
= 3.

2. Запишем систему в матричной форме AX = B, введя матрицы

A =




1 2 3
2 4 −1

−4 5 1



 , X =




x
y
z



 , B =




14
7
9



 .

Вычислим обратную матрицу A−1 с помощью теоремы 5.7. Поскольку
detA = 91 (см. выше), обратная матрица существует. Найдем алгебраические
дополнения элементов матрицы A:

A1
1 = +

∣∣∣∣
4 −1
5 1

∣∣∣∣ = 9, A1
2 = −

∣∣∣∣
2 −1

−4 1

∣∣∣∣ = 2, A1
3 = +

∣∣∣∣
2 4

−4 5

∣∣∣∣ = 26,

A2
1 = −

∣∣∣∣
2 3
5 1

∣∣∣∣ = 13, A2
2 = +

∣∣∣∣
1 3

−4 1

∣∣∣∣ = 13, A2
3 = −

∣∣∣∣
1 2

−4 5

∣∣∣∣ = −13,

A3
1 = +

∣∣∣∣
2 3
4 −1

∣∣∣∣ = −14, A3
2 = −

∣∣∣∣
1 3
2 −1

∣∣∣∣ = 7, A3
3 = +

∣∣∣∣
1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0.

Составим присоединённую матрицу adjA, элементами которой являются эти
алгебраические дополнения:

adjA =




9 2 26
13 13 −13

−14 7 0



 .

Обратная матрица равна

A−1 =
1

|A| (adjA)
T =

1

91




9 13 −14
2 13 7

26 −13 0



 .

Теперь можно найти решение системы:

X = A−1B =
1

91




9 13 −14
2 13 7
26 −13 0








14
7
9



 =




1
2
3



 .
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Пример 5.8. Докажите, не используя формулу разложения определителя
по элементам столбца или строки, что определитель верхнетреугольной мат-
рицы равен произведению её диагональных элементов:

∣∣∣∣∣∣

a p q
0 b r
0 0 c

∣∣∣∣∣∣
= abc.

Решение. Вынесем из последней строки определителя множитель c, после
чего вычтем из первой строки изменённую последнюю, умноженную на q, а из
второй — умноженную на r:

∣∣∣∣∣∣

a p q
0 b r
0 0 c

∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣

a p q
0 b r
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣

a p 0
0 b 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
.

Теперь вынесем из второй строки определителя множитель b, после чего вы-
чтем из первой строки изменённую вторую, умноженную на p:

c

∣∣∣∣∣∣

a p 0
0 b 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= cb

∣∣∣∣∣∣

a p 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= cb

∣∣∣∣∣∣

a 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
.

Наконец, из первой строки определителя вынесем множитель a, после чего
получится определитель, равный 1:

cb

∣∣∣∣∣∣

a 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= cba

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=1

= abc.

Пример 5.9. Докажите, что для любых трёх векторов a, b, c и любых трёх
чисел α, β, γ векторы x = γb − αc, y = βc − γa и z = αa − βb компланарны.

Решение. Рассмотрим определитель, столбцами которого являются коор-
динаты разложения векторов x,y, z по векторам a, b, c (независимо от того,
образуют ли последние три векторы базис):

∣∣∣∣∣∣

0 −γ α
γ 0 −β

−α β 0

∣∣∣∣∣∣
.

Раскроем его по элементам первой строки:
∣∣∣∣∣∣

0 −γ α
γ 0 −β

−α β 0

∣∣∣∣∣∣
= −(−γ)

∣∣∣∣
γ −β

−α 0

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=αβ

+α

∣∣∣∣
γ 0

−α β

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

γβ

= 0,

что означает линейную зависимость столбцов этого определителя, а следова-
тельно, и векторов x,y, z.

Обратите внимание, что матрица, определитель которой мы вычислили в
этой задаче, является кососимметричной. В дальнейшем будет доказано, что
определитель любой кососимметричной матрицы нечётного порядка равен ну-
лю (см. задачу ??), а определитель любой кососимметричной матрицы чётного
порядка представляет собой полный квадрат многочлена от элементов матри-
цы (см. задачу ??).
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Пример 5.10. На плоскости даны два базиса e1, e2 и e′
1, e′

2, связанные
соотношениями e′

1 = e1 + 2j, e′
2 = 3e1 + 4e2. Найдите разложение вектора

a = 4e1 − 2e2 по базису e′
1, e′

2 и разложение вектора b = 4e′
1 − e′

2 по базису
e1, e2.

Решение. Запишем матрицу перехода от базиса e1, e2 к базису e′
1, e′

2 и мат-
рицу обратного перехода:

C =

(
1 3
2 4

)
, C−1 =

1

2

(
−4 3
2 −1

)
.

Используя формулы преобразования координат

X ′ = C−1X, X = CX ′,

получаем

X ′
a = C−1Xa =

1

2

(
−4 3
2 −1

) (
4

−2

)
=

(
−11

5

)
,

Xb = CX ′
b =

(
1 3
2 4

) (
4

−1

)
=

(
1
4

)
.

Таким образом,
a = −11e1 + 5e2, b = e1 + 4e2.

Пример 5.11. На плоскости даны две системы координат Oe1e2 и O′e′
1e′

2.
Начало второй системы координат имеет в первой системе координаты (1; 2), а
базисные векторы второй системы имеют в базисе первой системы координаты
(3; 5) и (4; 7) соответственно.

(1) Найдите координаты точки в первой системе, если известны её коор-
динаты x′

1, x
′
2 во второй системе координат.

(2) Найдите координаты точки во второй системе, если известны её ко-
ординаты x1, x2 в первой системе координат.

(3) Найдите координаты точки O во второй системе и координаты векто-
ров e1, e2 в базисе второй системы координат.

Решение. Матрица перехода от базиса e1, e2 к базису e′
1, e′

2 и обратная
матрицы суть

C =

(
3 4
5 7

)
, |C| = 1, C−1 =

(
7 −4

−5 3

)
.

Столбец координат X = (x1, x2)
T точки в первой системе выражается через

столбец её координат X ′ = (x′
1, x

′
2)

T во второй системе и вектор сдвига начала
координат X0 = (1; 2)T по формуле

X = X0+CX
′ ⇐⇒

(
x1
x2

)
=

(
1
2

)
+

(
3 4
5 7

) (
x′
1

x′
2

)
⇐⇒

{
x1 = 1+ 3x′

1 + 4x′
2,

x2 = 2+ 5x′
1 + 7x′

2.

Столбец координат X ′ = (x′
1, x

′
2)

T точки во второй системе выражается через
столбец её координат X ′ = (x′

1, x
′
2)

T в первой системе и вектор сдвига начала
координат X0 = (1; 2)T по формуле X ′ = C−1(X −X0):

(
x′
1

x′
2

)
=

(
7 −4

−5 3

) [(
x1
x2

)
−

(
1
2

)]
=

=

(
7 −4

−5 3

) (
x1
x2

)
−

(
7 −4

−5 3

) (
1
2

)
=

(
7 −4

−5 3

) (
x1
x2

)
+

(
1

−1

)
,
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так что
{
x′
1 = 1 + 7x′

1 − 4x′
2,

x′
2 = −1− 5x′

1 + 3x′
2.

Столбец координат X ′
O точки O во второй системе координат выражается фор-

мулой X ′
O = −C−1X0 и равен (1;−1)T , а векторы e1, e2 выражаются через

векторы e′
1, e′

2 с помощью обратной матрицы перехода:

E = E′C−1 ⇐⇒
{

e1 = 7e′
1 − 5e′

2,

e2 = −4e′
1 + 3e′

2.

Пример 5.12. На плоскости даны две ортогональные системы координат
Oe1e2 и O′e′

1e′
2. Начало второй системы координат имеет в первой системе

координаты (2; 3), а базисные векторы второй системы получены из базисных
векторов первой поворотом против часовой стрелки на угол α = arctg 4

3 . Пря-
мая задана в первой системе координат уравнением 3x+2y = 6. Найдите урав-
нение этой прямой во второй системе координат.

Решение. Найдем синус и косинус угла поворота системы координат:

cos2 α =
1

1 + tg2 α
=

9

25
, sin2 α = 1− cos2 α =

16

25
;

поскольку 0 < α < π/2, имеем cosα = 3/5, sinα = 4/5, и матрица перехода
от ортонормированного базиса e1, e2 к ортонормированному базису e′

1, e′
2, а

также матрица обратного перехода равны

C =
1

5

(
3 −4
4 3

)
, C−1 = CT =

1

5

(
3 4

−4 3

)

(напомним, что матрица перехода от одного ортонормированного базиса к дру-
гому ортогональна, т.е. C−1 = CT ).

Формулы преобразования координат имеют вид

X = CX ′ +X0 ⇐⇒
(
x
y

)
=

1

5

(
3 −4
4 3

) (
x′

y′

)
+

(
2
3

)
.

Уравнение прямой 3x + 2y = 6 представим в виде AX = 6, где A = (3; 2) —
строка коэффициентов уравнения. В системе координат O′e′

1e′
2 уравнение бу-

дет иметь вид

AX = 6 ⇐⇒ A
(
CX ′ +X0

)
= 6 ⇐⇒ (AC)X ′ +AX0 = 6.

Проведём необходимые вычисления:

AC =
(
3 2

)
· 1
5

(
3 −4
4 3

)
=

1

5

(
1 −6

)
, AX0 =

(
3 2

)
·

(
2
3

)
= 12,

так что уравнение примет вид

1

5

(
1 −6

) (
x′

y′

)
+ 12 = 6 ⇐⇒ x′ − 6y′ + 30 = 0.
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4. Задачи для самостоятельного решения

5.1. Вычислите следующие определители второго порядка; если опреде-
литель равен нулю, укажите линейную зависимость его столбцов и линейную
зависимость его строк:

(а)
∣∣∣∣
3 4
5 7

∣∣∣∣ ; (б)
∣∣∣∣
8 12
10 15

∣∣∣∣ ; (в)
∣∣∣∣
n− 1 n
n n+ 1

∣∣∣∣ ; (г)
∣∣∣∣
a+ b a− b
a− b a+ b

∣∣∣∣ ;

(д)
∣∣∣∣
a2 ab
ab a2

∣∣∣∣ ; (е)
∣∣∣∣
sinx+ sin y cos y + cosx
cos y − cosx sinx− sin y

∣∣∣∣ ;

(ж)
∣∣∣∣
a2 − ab+ b2 a− b
a2 + ab+ b2 a+ b

∣∣∣∣ ; (з)

∣∣∣∣∣∣∣

1− t2

1 + t2
2t

1 + t2

−2t

1 + t2
1− t2

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣
.

5.1. (а) 1; (б) 0; (в) −1; (г) 4ab; (д) 0; (е) 0; (ж) 2b3; (з) 1.

5.2. Докажите тождество
∣∣∣∣
a b
y x

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x −a
y b

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
a2 + b2 0

0 a2 + b2

∣∣∣∣ .

5.3. Для данных матриц найдите обратные:

(а)
(

2 3
−5 4

)
; (б)

(
−5 2
3 −4

)
; (в)

(
3 −4
4 3

)
; (г)

(
3 4
4 3

)
.

5.3.

(а)
1

23

(
4 −3
5 2

)
; (б) − 1

14

(
4 2
3 5

)
; (в)

1

25

(
3 4

−4 3

)
; (г)

1

7

(
−3 4
4 −3

)
.

5.4. Решите системы уравнений c помощью формул Крамера и с помощью
обратной матрицы:

(а)
{

2x + 3y = 7,
−5x + 4y = −3;

(б)
{
−5x + 2y = −12,
3x − 4y = 5;

(в)
{
3x − 4y = 5,
4x + 3y = 5;

(г)
{
3x + 4y = 5,
4x + 3y = 5.

[Указание: используйте результат предыдущей задачи.]

5.4. (а)
(
37

23
;
29

23

)
; (б)

(
19

7
;
11

14

)
; (в)

(
7

5
;−1

5

)
; (г)

(
5

7
;
5

7

)
.

5.5. Докажите, что квадратный трёхчлен ax2 + 2bx + c является полным
квадратом тогда и только тогда, когда

∣∣ a b
b c

∣∣ = 0.

5.6. Докажите, что значение дроби
ax+ b

cx+ d
, где c2 + d2 6= 0, не зависит от x

тогда и только тогда, когда
∣∣ a b
b c

∣∣ = 0.

5.6. Решение.
ax+ b

cx+ d
≡ k ⇐⇒ (ax + b) ≡ k(cx + d) ⇐⇒ a = kc и

b = kd, т.е. строки определителя пропорциональны (линейно зависимы) ⇐⇒
определитель равен нулю.
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5.7. Для всех значений параметра p решите системы уравнений:

(а)
{
(p+ 2)x + 2py = 4,

5x + (p+ 3)y = 5;
(б)

{
(p+ 3)x + 15y = p,

px + (p+ 4)y = p− 2.

5.7. (а) При p 6= 2, p 6= 3 решение единственно:
(

6

3− p
;

5

p− 3

)
. При p = 2

решений бесконечно много: (c; 1 − c), где c— произвольное число. При p = 3
решений нет.

(б) При p 6= 2, p 6= 6 решение единственно:
(
p− 5

p− 2
;

1

p− 2

)
. При p = 2 реше-

ний нет. При p = 6 решений бесконечно много: (2−5c; 3c), где c— произвольное
число.

5.8. Вычислите определители третьего порядка:

(а)

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
; (б)

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 3 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣
; (в)

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
−2 −1 3
−3 1 −2

∣∣∣∣∣∣
;

(г)

∣∣∣∣∣∣

a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣
; (д)

∣∣∣∣∣∣

c a 0
a 0 b
0 b c

∣∣∣∣∣∣
; (е)

∣∣∣∣∣∣

a2 + 1 ab ac
ba b2 + 1 bc
ca cb c2 + 1

∣∣∣∣∣∣
;

(ж)

∣∣∣∣∣∣

a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣
; (з)

∣∣∣∣∣∣

0 a 0
x y z
0 b 0

∣∣∣∣∣∣
; (и)

∣∣∣∣∣∣

0 x+ 1 1− x
1− x 0 x+ 1
x+ 1 1− x 0

∣∣∣∣∣∣
.

5.8. (а) 0; (б) −18; (в) −42; (г) a3 − 3ab2 + 2b3; (д) −c(a2 + b2);
(е) a2 + b2 + c2 + 1; (ж) a3 + b3 + c3 − 3abc; (з) 0; (и) 6x2 + 2.

5.9. Вычислите определители третьего порядка:

(а)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣
; (б)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
bc ac ab

∣∣∣∣∣∣
; (в)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
;

(г)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
; (д)

∣∣∣∣∣∣

sinα cosα 1
sinβ cosβ 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣
; (е)

∣∣∣∣∣∣

sinα cosα sin(α + δ)
sinβ cosβ sin(β + δ)
sin γ cos γ sin(γ + δ)

∣∣∣∣∣∣
.

5.9. (а) (a−b)(b−c)(c−a); (б) (a−b)(b−c)(c−a); (в) (a−b)(b−c)(c−a)(a+b+c);
(г) (a− b)(b− c)(c− a)(ab+ ac+ bc); (д) sin(α−β)+ sin(β− γ)+ sin(γ−α); (е) 0.

5.10. Для данных матриц найдите обратные:

(а)




2 1 −3

−1 2 5
−3 −1 4



 ; (б)




1 2 4
2 5 −2
4 −2 −3



 ; (в)




5 3 5
4 −1 4
3 −2 4



 ;

(г)




2 −3 −3

−3 2 −3
−3 −3 2



 ; (д)




1 2 3
2 5 8
3 8 14



 ; (е)




1 −3 2

−3 10 −11
2 −11 30



 .
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5.10.

(а)
1

6




−13 1 −11
11 1 7
−7 1 −5



 ; (б)
1

119




19 2 24
2 19 −10

24 −10 −1



 ; (в)
1

17




−4 22 −17
4 −5 0
5 −19 17



 ;

(г)
1

20




1 −3 −3

−3 1 −3
−3 −3 1



 ; (д)




6 −4 1

−4 5 −2
1 −2 1



 ; (е)




179 68 13
68 26 5
13 5 1



 .

5.11. Решите следующие системы уравнений с помощью формул Крамера
и с помощью обратной матрицы:

(а)






2x + y − 3z = 8,
−x + 2y + 5z = −5,
−3x − y + 4z = −11;

(б)






x + 2y + 4z = 17,
2x + 5y − 2z = 6,
4x − 2y − 3z = −9;

(в)






5x + 3y + 5z = 5,
4x − y + 4z = 4,
3x − 2y + 4z = 6;

(г)






2x − 3y − 3z = 4,
−3x + 2y − 3z = 4,
−3x − 3y + 2z = 4;

(д)






x + 2y + 3z = 10,
2x + 5y + 8z = 24,
3x + 8y + 14z = 39;

(е)






x − 3y + 2z = −5,
−3x + 10y − 11z = 12,
2x − 11y + 30z = 6.

[Указание: используйте результат предыдущей задачи.]
5.11. (а) (2; 1;−1); (б) (1; 2; 3); (в) (−2; 0; 3); (г) (−1;−1;−1); (д) (3; 2; 1);

(е) (−1; 2; 1).
5.12. Докажите, что площадь треугольника с вершинами в точках

A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) равна

S = ±1

2

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
.

5.12. Воспользуйтесь результатом примера 5.2.
5.13. На плоскости заданы два базиса e1, e2 и e′

1, e′
2, связанные соотноше-

ниями
e′
1 = 4e1 + 7e2, e′

2 = 5e1 + 9e2.

Даны векторы
a = 4e1 − 3e2, b = 5e′

1 − 2e′
2.

Найдите разложение вектора a по базису e′
1, e′

2 и разложение вектора b по
базису e1, e2.

5.13. Матрица перехода от базиса e1, e2 к базису e′
1, e′

2 и обратная мат-
рица

C =

(
4 5
7 9

)
, C−1 =

(
9 −5

−7 4

)
,

столбцы координат векторов

X ′
a = C−1Xa =

(
9 −5

−7 4

) (
4

−3

)
=

(
51

−40

)
,

Xb = CX ′
b =

(
4 5
7 9

) (
5

−2

)
=

(
10
17

)
.

Ответ: a = 51e′
1 − 40e′

2, b = 10e1 + 17e2.
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5.14. В пространстве заданы два базиса e1, e2, e3 и e′
1, e′

2, e′
3, связанные

соотношениями

e′
1 = e1 − e2 + 2e3, e′

2 = 2e2 − e1 − e3, e′
3 = e2 + 2e3.

Даны векторы
a = 2e1 − e2 + 3e3, b = 3e′

1 + e′
2 − 4e′

3.

Найдите разложение вектора a по базису e′
1, e′

2, e′
3 и разложение вектора b по

базису e1, e2, e3.

5.14. Матрица перехода от базиса e1, e2, e3 к базису e′
1, e′

2, e′
2 и обратная

матрица

C =




1 −1 0

−1 2 1
2 −1 2



 , C−1 =




5 2 −1
4 2 −1

−3 −1 1



 ,

столбцы координат векторов

X ′
a = C−1Xa




5 2 −1
4 2 −1

−3 −1 1








2

−1
3



 =




5
3

−2



 ,

Xb = CX ′
b =




1 −1 0

−1 2 1
2 −1 2



 ,




3
1

−4



 =




2

−5
−3



 .

Ответ: a = 5e′
1 + 3e′

2 − 2e′
3, b = 2e1 − 5e2 − 3e3.

5.15. На плоскости даны две системы координатOe1e2 и O′e′
1e′

2. НачалоO′

второй системы имеет в первой системе координаты (4,−2); базисные векторы
обеих систем связаны соотношениями

e′
1 = 5e1 − 2e2, e′

2 = −8e1 + 3e2.

(1) Найдите координаты точки в первой системе, если известны её коор-
динаты x′

1, x
′
2 во второй системе координат.

(2) Найдите координаты точки во второй системе, если известны её ко-
ординаты x1, x2 в первой системе координат.

(3) Найдите координаты точки O во второй системе и координаты векто-
ров e1, e2 в базисе второй системы координат.

(4) Уравнение прямой в первой системе имеет вид 4x − 3y = 1. Найдите
уравнение этой прямой во второй системе.

5.15. Матрица перехода от базиса e1, e2 к базису e′
1, e′

2 и обратная мат-
рица:

C =

(
5 −8

−2 3

)
, C−1 =

(
−3 −8
−2 −5

)
.

Формулы преобразования координат:
{
x = 5x′ − 8y′ + 4,

y = −2x′ + 3y′ − 2;

{
x′ = −3x− 8y − 4,

y′ = −2x− 5y − 2;

координаты точки O во второй системе (−4;−2); связь базисных векторов

e1 = −3e′
1 − 2e′

2, e2 = −8e′
1 − 5e′

2;

уравнение прямой во второй системе координат 26x′ − 41y′ + 21 = 0.
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5.16. На плоскости даны две ортогональные системы координат Oe1e2 и
O′e′

1e′
2. Начало O′ второй системы имеет в первой системе координаты (−3, 5);

базисные векторы второй системы получены из базисных векторов первой по-
воротом на угол 135◦.

(1) Найдите координаты точки в первой системе, если известны её коор-
динаты x′

1, x
′
2 во второй системе координат.

(2) Найдите координаты точки во второй системе, если известны её ко-
ординаты x1, x2 в первой системе координат.

(3) Найдите координаты точки O во второй системе и координаты векто-
ров e1, e2 в базисе второй системы координат.

(4) Уравнение прямой l в первой системе имеет вид x−y+8 = 0. Найдите
уравнение этой прямой во второй системе.

(5) Уравнение прямойm во второй системе имеет вид 2x′−y′ = 0. Найдите
уравнение этой прямой в первой системе.

5.16. Матрица перехода от базиса e1, e2 к базису e′
1, e′

2 и обратная мат-
рица:

C =

(
cos 135◦ − sin 135◦

sin 135◦ cos 135◦

)
= − 1√

2

(
1 1

−1 1

)
, C−1 = − 1√

2

(
1 −1
1 1

)
.

Формулы преобразования координат:





x = − 1√
2
(x′ + y′)− 3,

y =
1√
2
(x′ − y′) + 5;






x′ = − 1√
2
(x− y)− 4

√
2,

y′ = − 1√
2
(x+ y) +

√
2.

Координаты точки O во второй системе (−4
√
2;
√
2); связь базисных векторов

e1 = − 1√
2
(e′

1 + e′
2), e2 =

1√
2
(e′

1 − e′
2).

Уравнение прямой l во второй системе координат x′ = 0; уравнение прямой m
в первой системе координат x− 3y + 18 = 0.

5.17. На плоскости дан вектор a, координаты которого относительно неко-
торой прямоугольной системы координат суть (x, y). Докажите, что координа-
ты (x′, y′) вектора a′, полученного из a поворотом на угол ϕ в положительном
направлении, выражаются по формулам

x′ = x cosϕ− y sinϕ,

y′ = x sinϕ+ y cosϕ.

5.17. Решение. Пусть i′, j′ — ортонормированный базис, полученный из
исходного ортонормированного базиса i, j поворотом на угол ϕ. Тогда коорди-
наты векторы a′ в базисе i′, j′ равны соответствующим координатам вектора
a в базисе i, j, т.е. a′ = xi′ + yj′. Подставляя сюда выражения i′, j′ через i, j,
получим требуемые формулы.



СЕМИНАР 6

Алгебра векторов

1. Основные понятия и факты

1.1. Скалярное произведение векторов. Ортогональная проекция
вектора a на прямую l— это вектор Prl a, коллинеарный прямой l, начало
(конец) которого представляет собой ортогональную проекцию начала (кон-
ца) вектора a на прямую, параллельную b.

Ортогональная проекция вектора a на координатную ось ~l— это число

pr~l a =

{ ∥∥Prl a
∥∥, если Prl a ↑↑ ~l,

−
∥∥Prl a

∥∥, если Prl a ↑↓ ~l.

Вектор l, сонаправленный с осью ~l, называется направляющим вектором оси;
проекция на ось ~l обозначается, наряду с pr~l, символом prl.

a
a

l

l

Prl aPrl a

ϕϕ

Очевидно, проекция вектора на ось pr~l a равна

pr~l a = ‖a‖ cosϕ,
где ϕ— угол между вектором a и осью ~l (или, что то же, угол между векторами
a и l).

Скалярное произведение двух векторов a и b — это число
(a, b) = ‖a‖ · ‖b‖ · cosϕ = prb a · ‖b‖.

Теорема 6.1 (свойства скалярного произведения). Скалярное произведе-
ние векторов обладает следующими свойствами:
(1) линейность по первому сомножителю:

(a1 + a2, b) = (a1, b) + (a2, b), (αa, b) = α(a, b)
и аналогично для второго сомножителя:

(a, b1 + b2) = (a, b1) + (a, b2), (a, βb) = β(a, b);
(2) симметричность:

(a, b) = (b,a);
(3) положительная определённость: для любого вектора a

(a,a) > 0,

причём (a,a) = 0 тогда и только тогда, когда a = 0.

89
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Теорема 6.2. 1. Проекция вектора a на прямую, параллельную вектору
b, равна

Prb a =
(a, b)
(b, b)

b.

2. Проекция вектора a на ось, коллинеарную вектору b, равна

prb a =
(a, b)
‖b‖ .

Теорема 6.3. Скалярное произведение векторов выражается через их ко-
ординаты относительно ортонормированного базиса e1, e2, e3 формулой

(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Скалярный квадрат вектора — это скалярное произведение вектора на себя:
(a,a) = |a|2.

Длину вектора можно выразить через его скалярный квадрат:

|a| =
√
(a,a) =

√
a21 + a22 + a23.

Угол между векторами можно найти по формуле

cosϕ =
(a, b)
|a| · |b| =

a1b1 + a2b2 + a3b3√
a21 + a22 + a23

√
b21 + b22 + b23

.

1.2. Векторное произведение векторов. Векторное произведение век-
торов a и b — это вектор, обозначаемый [a, b] = c, удовлетворяющий следую-
щим требованиям:

(1) ‖c‖ = ‖a‖ · ‖b‖ · sinϕ;
(2) вектор c перпендикулярен векторам a, b;
(3) векторы a, b, c образуют правую тройку.

Теорема 6.4. Векторное произведение векторов a и b выражается через
их координаты относительно ортонормированного базиса e1, e2, e3 формулой

[a, b] =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
,

если базис e1, e2, e3 правый, и

[a, b] = −

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
,

если базис e1, e2, e3 левый. Раскрывать определители нужно по первой стро-
ке: алгебраические дополнения элементов первой строки (векторов ортонор-
мированного базиса) суть координаты вектора [a, b] в этом базисе.

Теорема 6.5 (свойства векторного произведения). Векторное произведе-
ние векторов обладает следующими свойствами:
(1) линейность по первому сомножителю:

[a1 + a2, b] = [a1, b] + [a2, b], [αa, b] = α[a, b]
и аналогично для второго сомножителя:

[a, b1 + b2] = [a, b1] + [a, b2], [a, βb] = β[a, b];
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(2) кососимметричность:
[a, b] = −[b,a].

Теорема 6.6. Имеет место следующая формула для двойного векторного
произведения: [

a, [b, c]
]
= b(a, c)− c(a, b).

Теорема 6.7 (тождество Якоби). Справедливо следующее тождество:

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [c, [a, b]] = 0.

1.3. Смешанное произведение. Смешанное произведение трёх векто-
ров a, b, c — это число

(a, b, c) = (a, [b, c]).

Теорема 6.8. Смешанное произведение векторов a, b, c выражается че-
рез их координаты относительно ортонормированного базиса e1, e2, e3 фор-
мулой

(a, b, c) = ±

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
,

где знак «+» выбирается в случае правого базиса, а знак «−» в случае левого.

Теорема 6.9 (свойства смешанного произведения). Смешанное произве-
дение векторов обладает следующими свойствами:
(1) линейность по каждому сомножителю:

(a1 + a2, b, c) = (a1, b, c) + (a2, b, c), (αa, b, c) = α(a, b, c)

(для остальных сомножителей аналогично);
(2) циклическая симметрия:

(a, b, c) = (b, c,a) = (c,a, b) = −(a, c, b) = −(b,a, c) = −(c, b,a);

(3) возможность перестановки векторного произведения под знаком скаляр-
ного:

(a, b, c) = (a, [b, c]) = ([a, b], c).

Теорема 6.10. (1) (a, b, c) = 0 тогда и только тогда, когда векторы
a, b, c линейно зависимы.

(2) Векторы a, b, c образуют правую тройку при (a, b, c) > 0 и левую трой-
ку при (a, b, c) < 0; при этом модуль смешанного произведения

∣∣(a, b, c)
∣∣

равен объёму параллелепипеда, построенного на векторах a, b, c.

2. Контрольные вопросы и задания

1. Что такое ортогональная проекция вектора на прямую?
2. Что такое ортогональная проекция вектора на координатную ось?
3. Запишите формулы для нахождения проекции вектора на прямую и на ко-

ординатную ось.
4. Сформулируйте определение скалярного произведения векторов.
5. Найдите скалярное произведение векторов a и b, если

(а) |a| = 2, |b| = 3, ϕ = 60◦;
(б) |a| = 6, |b| = 1, ϕ = 150◦;
(в) |a| = 1, |b| = 4, ϕ = 90◦;
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(г) |a| = 3, |b| = 2, ϕ = 180◦.1
6. Сформулируйте и докажите свойства скалярного произведения.
7. Выведите формулу для проекции вектора a на прямую, параллельную век-

тору b.
8. Выведите формулу для проекции вектора a на координатную ось, коллине-

арную вектору b.
9. Найдите проекцию вектора a = (4; 2; 6) (а) на прямую, параллельную векто-

ру b = (−3; 2;−5); (б) на координатную ось, направление которой задаётся
вектором b.2

10. Выведите формулу для вычисления скалярного произведения векторов, за-
данных своими координатами в ортонормированном базисе.

11. Найдите скалярное произведение векторов a и b, заданных своими коорди-
натами:
(а) a = (2; 3;−1)T , b = (−1; 5; 13)T ;
(б) a = (3;−3; 2)T , b = (2;−1; 3)T ;
(в) a = (−2; 1; 1)T , b = (−3; 5;−2)T ;
(г) a = (4;−3;−2)T , b = (−2; 4;−1)T .3

12. Запишите формулу для вычисления угла между векторами.
13. Сформулируйте определение векторного произведения векторов.
14. Выведите формулу для вычисления векторного произведения векторов, за-

данных своими координатами в ортонормированном базисе.
15. Найдите векторное произведение векторов a и b, если

(а) a = (2; 3;−1)T , b = (−1; 5; 13)T ;
(б) a = (3;−3; 2)T , b = (2;−1; 3)T ;
(в) a = (−2; 1; 1)T , b = (−3; 5;−2)T ;
(г) a = (4;−3;−2)T , b = (−2; 4;−1)T .4

16. Сформулируйте и докажите свойства векторного произведения.
17. Упростите выражения:

(а) [a − b,a + b];
(б) [a − b + c, a − 2b + 3c].5

18. Векторы a и b не коллинеарны. При каких значениях λ коллинеарны век-
торы λa + b и 3a + λb?6

19. Выведите формулу для двойного векторного произведения.
20. Для векторов a = (2; 3;−1)T , b = (3; 1; 1)T , c = (1;−5;−2)T найдите [a, [b, c]]

и [[a, b], c].7
21. Докажите тождество Якоби.
22. Сформулируйте определение смешанного произведения векторов.
23. Сформулируйте и докажите свойства смешанного произведения.

1 (а) 3; (б) −3
√
3; (в) 0; (г) −6.

2 Prb a = (3;−2; 5)
T

; prb a = −
√
38.

3 (а) 0; (б) 15; (в) 9; (г) −18.

4 (а) (44;−25; 13)
T

; (б) (−7;−5; 3)
T

; (в) (−7;−7;−7)
T

; (г) (11; 8; 10)
T

.

5 (а) 2[a, b]; (б) −[a, b] + 2[a, c]− [b, c].

6 λ = ±
√
3.

7 (−41; 29; 5)
T

; (−25; 1;−15)
T

.
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24. Выведите формулу для вычисления смешанного произведения векторов, за-
данных своими координатами в ортонормированном базисе.

25. Как при помощи смешанного произведения определить ориентацию тройки
векторов?

26. Для каждой тройки векторов a, b, c найдите их смешанное произведение и
укажите, правую или левую тройку образуют эти векторы:
(а) a = (2; 3;−1)T , b = (3;−3; 2)T , c = (−1; 5; 13)T ;
(б) a = (3;−3; 2)T , b = (−2; 1; 1)T , c = (2;−1; 3)T ;
(в) a = (−2; 1; 1)T , b = (1;−4; 3)T , c = (−3; 5;−2)T ;
(г) a = (4;−3;−2)T , b = (−2; 4;−1)T , c = (1;−4; 3)T .1

27. Как при помощи смешанного произведения найти объём параллелепипеда?

3. Примеры решения задач

Пример 6.1. Найдите ортогональную проекцию Prb a вектора a = (10,−5, 19)T

на прямую b, параллельную вектору b = (3,−6, 2)T , и проекцию prb a вектора
a на ось, определяемую вектором b. Представьте вектор a в виде суммы двух
взаимно ортогональных векторов, один из которых коллинеарен прямой b, а
второй ортогонален ей.

Решение. Имеем:

|a| =
√
102 + (−5)2 + 192 = 9

√
6, |b| =

√
32 + (−6)2 + 22 = 7,

(a, b) = 10 · 3 + (−5) · (−6) + 19 · 2 = 98.

Далее,

Prb a =
(a, b)
(b, b)

b =
98

49




3

−6
2



 =




6

−12
4



 = 2b,

prb a =
(a, b)
|b| =

98

7
= 14,

cosϕ =
(a, b)
|a| · |b| =

98

9
√
6 · 7

=
14

9
√
6
.

Вектор Prb a коллинеарен прямой b, а вектор

c = a − Prb a =




10
−5
19



 −




6

−12
4



 =




4
7
15





ортогонален этой прямой:

(b, c) = 3 · 4 + (−6) · 7 + 2 · 15 = 0.

Искомое разложение имеет вид a = 2b + c.

Пример 6.2. Докажите тождество

|a + b|2 + |a − b|2 = 2
(
|a|2 + |b|2

)

и объясните его геометрический смысл.
Решение. Имеем

|a + b|2 = (a + b, a + b) =

1 (а) −233, левая; (б) −12, левая; (в) 0, компланарны; (г) 9, правая.
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воспользуемся свойством линейности скалярного произведения

= (a,a) + (a, b) + (b,a) + (b, b).

Аналогично получаем

|a − b|2 = (a − b, a − b) = (a,a)− (a, b)− (b,a) + (b, b).

Складывая полученные равенства, получим требуемую формулу.

a

b

a
+

b

a − b

Геометрический смысл (см. чертёж): сумма квадратов диагоналей парал-
лелограмма равна удвоенной сумме квадратов его двух смежных сторон.

Пример 6.3. Пусть a, b, c — единичные векторы, a + b + c = 0. Найдите
(a, b) + (b, c) + (c,a).

Решение. Умножим скалярно обе части данного векторного равенства по-
очерёдно на a, b, c и сложим полученные равенства:

(a,a)
︸ ︷︷ ︸

=1

+(a, b) + (a, c) = 0,

(b,a) + (b, b)
︸ ︷︷ ︸
=1

+(b, c)
✿✿✿✿

= 0,

(c,a) + (c, b)
✿✿✿✿

+ (c, c)
︸ ︷︷ ︸
=1

= 0,

(подобные слагаемые подчёркнуты), откуда

(a, b) + (b, c) + (c,a) = −3

2
.

Пример 6.4. Получите формулу для ортогональной проекции вектора a
на плоскость π, перпендикулярную вектору n.

a a − c

c

n

π

Решение. Обозначим искомую проекцию через c:

c = Pr⊥
π a.

Очевидно, вектор a − c ортогонален плоскости, т.е. коллинеарен вектору n,
так что a−c = λn, где λ— подлежащий определению коэффициент. Скалярно
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умножая обе части последнего равенства на вектор n и учитывая, что c ⊥ n,
получаем:

(a − c,n) = λ(n,n) =⇒ (a,n)− (c,n)
︸ ︷︷ ︸

=0

= λ(n,n) =⇒ λ =
(a,n)

(n,n)
.

Таким образом, искомая проекция равна

c = a − λn = a − (a,n)

(n,n)
n =

a(n,n)− n(a,n)

(n,n)
=

[n, [a,n]]

(n,n)
.

Пример 6.5. Пусть A, B, C, D — произвольные точки плоскости или про-
странства. Докажите, что

(−−→
AB,

−−→
CD

)
+

(−−→
BC,

−−→
AD

)
+

(−→
CA,

−−→
BD

)
= 0.

Используя полученное тождество, докажите, что в любом треугольнике высо-
ты пересекаются в одной точке.

Решение. Выразим все векторы, фигурирующие в левой части соотноше-
ния, через векторы a =

−−→
AB, b =

−−→
BC, c =

−−→
CD, и воспользуемся свойством

линейности скалярного произведения:

(a, c) + (b, a + b + c) + (−b − a, b + c) =
= (a, c) + (b, a) + (b, b) + (b, c)

✿✿✿✿✿

− (b, b)− (b, c)
✿✿✿✿✿

− (a, b)− (a, c) = 0.

Пусть D — точка пересечения высот, проведённых из вершин A и C треуголь-
ника ABC. Тогда первые два слагаемые доказанного тождества равны нулю
как скалярные произведения ортогональных векторов, так что

(−→
CA,

−−→
BD

)
= 0.

Это означает, что прямая (BD) содержит высоту, проведённую из вершины B.

Пример 6.6. Из начала координат прямоугольной декартовой системы ко-
ординат выходят два луча, образующие с положительными нарпавлениями
осей Ox, Oy, Oz угла, соответственно равные α1, β1, γ1 и α2, β2, γ2. Найдите
направляющие косинусы cosα, cosβ, cos γ биссектрисы угла между данными
лучами.

Решение. Пусть a1(cosα1, cosβ1, cos γ1) и a2(cosα2, cosβ2, cos γ2) — единич-
ные направляющие векторы данных лучей. Их сумма

a1 + a2 =




cosα1 + cosα2

cosβ1 + cosβ2
cos γ1 + cos γ2





является направляющим вектором биссектрисы угла между данными лучами,
но вектор a1 + a2 не является единичным. Найдём его длину:

∣∣a1 + a2

∣∣2 =
(
a1 + a2,a1 + a2

)
= = |a1|2 + 2(a1,a2) + |a2| = 2 + 2 cosϕ,

где ϕ— угол между данными лучами:
cosϕ = cosα1 cosα2 + cosβ1 cosβ2 + cos γ1 cos γ2.

Таким образом, ∣∣a1 + a2

∣∣ =
√
2 + 2 cosϕ = 2 cos

ϕ

2
и, следовательно,

cosα =
cosα1 + cosα2

2 cos ϕ
2

, cosβ =
cosβ1 + cosβ2

2 cos ϕ
2

, cos γ =
cos γ1 + cos γ2

2 cos ϕ
2

.
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Пример 6.7. Даны ненулевой вектор a и число p. Найдите какое-либо
частное решение векторного уравнения (x,a) = p в планиметрическом и сте-
реометрическом случае. Объясните геометрический смысл всех решений этого
уравнения на плоскости и в пространстве.

Решение. Попытаемся найти частное решение уравнения (x,a) = p в виде
вектора, коллинеарного a: x0 = λa, где λ— подлежащий определению коэф-
фициент. Подставляя x0 в уравнение, получаем

(x0,a) = (λa,a) = p =⇒ λ =
p

(a,a)
=⇒ x0 =

p

(a,a)
a.

Итак, частное решение уравнения найдено.
Вычитая из уравнения (x,a) = p векторное равенство (x0,a) = p, получим

соотношение
(x − x0,a) = 0,

которое означает ортогональность векторов x − x0 и a; поскольку x0 ‖ a,
то x − x0 и x0 также ортогональны. Таким образом, если c — произвольный
вектор, ортогональный a (или x0), то вектор

x = x0 + c

удовлетворяет уравнению (x,a) = p.
Все векторы на плоскости, ортогональные данному вектору a, параллель-

ны некоторой прямой. Если считать, что все векторы отложены от некоторой
точки O, то множество решений уравнения (x,a) = p на плоскости представля-
ет собой прямую с нормальным (перпендикулярным) вектором a, проходящую
через точку с радиус-вектором x0, который также ортогонален прямой.

Все векторы в пространстве, ортогональные данному вектору a, па-
раллельны некоторой плоскости. Поэтому множество решений уравнения
(x,a) = p в пространстве представляет собой плоскость с нормальным век-
тором a, проходящую через точку с радиус-вектором x0.

Пример 6.8. Даны два вектора a и b, удовлетворяющие условиям a 6= 0,
(a, b) = 0. Найдите какое-либо частное решение векторного уравнения
[x,a] = b. Объясните геометрический смысл всех решений этого уравнения.

Решение. Попытаемся найти частное решение x0 уравнения [x,a] = b.
Умножив векторно обе части уравнения на вектор a, получим:

[a, [x,a]] = [a, b] ⇐⇒ x(a,a)− a(x,a) = [a, b].

Если выбрать вектор x0 так, чтобы он был ортогонален вектору a, т.е.
(x0,a) = 0, то отсюда найдём

x0 =
[a, b]
(a,a)

.

Вычитая из уравнения [x,a] = b векторное равенство [x0,a] = b, получим

[x − x0,a] = 0;

таким образом, векторы x − x0 и a коллинеарны, т.е. x − x0 = ta, где t—
произвольное число. Отсюда следует, что множество решений уравнения пред-
ставляет собой прямую линию, параллельную вектору a, проходящую через
точку с радиус-вектором x0 (подразумевается, что все векторы отложены от
некоторой точки O).
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Пример 6.9. Докажите, что векторы a, b, c не компланарны тогда и только
тогда, когда не компланарны векторы [b, c], [c,a], [a, b].

Решение. Пусть векторы a, b, c не компланарны. Рассмотрим равенство

α[b, c] + β[c,a] + γ[a, b] = 0.

Умножим обе части этого равенства скалярно на a:

α(a, [b, c]) + β (a, [c,a])
︸ ︷︷ ︸

=0

+γ (a, [a, b])
︸ ︷︷ ︸

=0

= (a,0) = 0

(использованы свойства смешанного произведения); отсюда α = 0. Аналогич-
но доказываем, что β = γ = 0, что означает линейную независимость (т.е.
некомпланарность) векторов [b, c], [c,a], [a, b].

Наоборот, пусть векторы [b, c], [c,a], [a, b] не компланарны. Рассмотрим
равенство

αa + βb + γc = 0.

Умножая обе части этого равенства скалярно на [b, c], аналогично тому, как
это было сделано выше, получим α = 0 и затем β = γ = 0, что означает
некомпланарность векторов a, b, c.

Пример 6.10. Докажите тождество

([a, b], [c,d]) =
∣∣∣∣
(a, c) (a,d)
(b, c) (b,d)

∣∣∣∣ .

Решение. Временно обозначив [c,d] через x, имеем

([a, b], [c,d]) = ([a, b],x) =

(использовали свойство смешанного произведения)

= (a, [b,x]) = (a, [b, [c,d]]) =

(вместо x подставили [c,d])

= (a, c(b,d)− d(b, c)) =

(использовали формулу двойного векторного произведения)

= (b,d)(a, c)− (b, c)(a,d) =

(использовали линейность скалярного произведения)

=

∣∣∣∣
(a, c) (a,d)
(b, c) (b,d)

∣∣∣∣ .

Пример 6.11. Даны плоские углы α, β, γ трёхгранного угла. Найти его
двугранные углы.
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α β

γ

e2 e1

e3

n1 n2

Решение. Направим единичные векторы e1, e2, e3 вдоль рёбер двугранно-
го угла. Векторы n1 и n2, перпендикулярные граням, могут быть выражены
следующим образом:

n1 = [e2, e3], n2 = [e3, e1].

Очевидно,
|n1| = sinα, |n2| = sinβ.

Угол между рассматриваемыми гранями равен углу между векторами n1 и n2,
для вычисления которого нужно найти скалярное произведение этих векторов:

(n1,n2) = ([e2, e3], [e3, e1]) =

использовали тождество, доказанное в примере 6.10

=

∣∣∣∣
(e2, e3) (e2, e1)
(e3, e3) (e3, e1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
cosα cos γ
1 cosβ

∣∣∣∣ = cosα cosβ − cos γ.

Поэтому косинус искомого угла равен

cosϕ =
(n1,n2)

|n1| · |n2|
=

cosα cosβ − cos γ

sinα sinβ
.

Пример 6.12.

4. Задачи для самостоятельного решения

6.1. Известно, что |a| = a, |b| = b, |c| = c, a + b + c = 0. Найдите
(a, b) + (b, c) + (c,a).

6.1. − 1
2 (a

2 + b2 + c2).

6.2. Докажите, что векторы a и b(a, c)− c(a, b) взаимно ортогональны.

6.2. Указание: вычислите скалярное произведение этих векторов.

6.3. В треугольнике ABC известны длины сторон |AB| = c, |AC| = b,
|BC| = a. Найдите

(−−→
AB,

−→
AC

)
.

6.3. 1
2 (b

2 + c2 − a2).

6.4. Найдите угол между скрещивающимися медианами двух боковых гра-
ней правильного тетраэдра.

6.4. arccos(1/6).
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6.5. В треугольнике ABC точка D делит сторону [AB] в отношении λ (т.е.
|AD| : |DA| = λ). Выразите длину отрезка [CD] через длины сторон треуголь-
ника (a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|) и число λ.

6.5.
λa2 + b2

1 + λ
− λc2

(1 + λ)2
.

6.6. В прямоугольном треугольнике ABC опущен перпендикуляр [CH ] на
гипотенузу [AB]. Выразите вектор

−−→
CH через векторы a =

−−→
CB и b =

−→
CA.

6.6.
|a|2b + |b|2a
|a|2 + |b|2 .

6.7. В треугольнике ABC проведена высота [AH ]. Выразите вектор
−−→
AH

через векторы b =
−−→
AB и c =

−→
AC.

6.7.
|c|2 − (b, c)
|b − c|2 b +

|b|2 − (b, c)
|b − c|2 c.

6.8. Докажите, что для произвольного прямоугольника ABCD и для лю-
бой точки M (лежащей или не лежащей в плоскости прямоугольника) имеют
место равенства

(1)
(−−→
MA,

−−→
MA

)
=

(−−→
MB,

−−→
MD

)
;

(2)
∣∣−−→MA

∣∣2 +
∣∣−−→MC

∣∣2 =
∣∣−−→MB

∣∣2 +
∣∣−−→MD

∣∣2.

6.9. Даны два вектора a и b. Представьте вектор b в виде суммы таких двух
векторов x и y, чтобы вектор x был коллинеарен, а вектор y — ортогонален
вектору a. [Указание: см. примеры 6.1 и 6.4.]

6.9. x =
(a, b)
(a,a)

a, y = b − (a, b)
(a,a)

a =
[a, [b,a]]
(a,a)

.

6.10. Даны два неколлинеарных вектора a и b. Найдите вектор x, ком-
планарный векторам a и b и удовлетворяющий системе уравнений (a,x) = 1,
(b,x) = 0.

6.10. x =
a|b|2 − b(a, b)
|a|2|b|2 − (a, b)2

=
[b, [a, b]]
∣∣[a, b]

∣∣2
.
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6.11. Докажите следующие тождества:

(1)
∣∣[a, b]

∣∣2 + (a, b)2 = |a|2|b|2;
(2) [[a, b], [c,d]] = c(a, b,d)− d(a, b, c);
(3) [[a, b], [c,d]] = b(a, c,d)− a(b, c,d);

(4)
(
[a, b], [c,d]

)
+

(
[a, c], [d, b]

)
+

(
[a,d], [b, c]

)
= 0;

(5) (a, b, c)2 +
∣∣∣
[
[a, b], c

]∣∣∣
2

=
∣∣[a, b]

∣∣2 · |c|2;

(6)
(
[a, b], [b, c], [c,a]

)
= (a, b, c)2;

(7) (a, b, c)[x,y] =

∣∣∣∣∣∣

a b c
(a,x) (b,x) (c,x)
(a,y) (b,y) (c,y)

∣∣∣∣∣∣
;

(8) (x,y, z)(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣

(x,a) (x, b) (x, c)
(y,a) (y, b) (y, c)
(z,a) (z, b) (z, c)

∣∣∣∣∣∣
;

(9)
[
a,

[
b, [c,d]

]]
= [a, c](b,d)− [a,d](b, c);

(10)
[
a,

[
b, [c,d]

]]
= (a, c,d)b − (a, b)[c,d];

(11)
(
[a, b], [c,d], [e,f ]

)
= (a, b,d)(c, e,f)− (a, b, c)(d, e,f).

6.12. Докажите, что если векторы [a, b], [b, c], [c,a] компланарны, то они
коллинеарны.

6.12. Указание: используйте тождество из задачи 6.11(6).
6.13. Даны неколлинеарные векторы a, b и число p. Найдите какое-либо

частное решение векторного уравнения (x,a, b) = p. Объясните геометриче-
ский смысл всех решений этого уравнения.

6.13. Множество концов векторов, отложенных от некоторой точки
O и удовлетворяющих уравнению (x,a, b) = p, является плоскостью, па-
раллельной векторам a и b и проходящей через точку с радиус-вектором
x0 = p[a, b]/

∣∣[a, b]
∣∣2. [Указание. Воспользуйтесь результатами примеров 6.7

и 6.8.]
6.14. Даны три некомпланарных вектора a, b, c и три числа p, q, r. Найдите

решение системы уравнений (x,a) = p, (x, b) = q, (x, c) = r и объясните
геометрический смысл решений. [Указание: см. примеры 6.7 и 6.9.]

6.14. x =
p[b, c] + q[c,a] + r[a, b]

(a, b, c)
.

6.15. Покажите, что условие (a2, b) = 0 необходимо для того, чтобы систе-
ма уравнений

(a1,x) = p, [a2,x] = b
имела решение. Найдите общее решение этого уравнения.

6.15. Если (a1,a2) 6= 0, то решение имеет вид. x =
pa2 − [a1, b]

(a1,a2)
. Если

(a1,a2) = 0 (но a1 6= 0, a2 6= 0), то при условии [a1, b] = pa2 общее решение
имеет вид x =

pa1

|a1|2
+ ca2, где c— произвольное число.
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6.16. Рассматривается система уравнений
[a1,x] = b1, [a2,x] = b2,

где a1 и a2 не коллинеарны. Покажите, что условия
(a1, b1) = 0, (a1, b1) = 0, (a1, b2) + (a2, b1) = 0

необходимы для разрешимости этой системы. Найдите общее решение этой
системы при выполнении этих условий и дополнительного условия (a1, b2) 6= 0.

6.16. x =
[b1, b2]

(a1, b2)

6.17. Дан трёхгранный угол OABC с вершиной O, известны его плоские
углы ∠BOC = α, ∠COA = β, ∠AOB = Γ. Обозначим через A, B, C его
внутренние двугранные углы, противолежащие граням BOC, COA, AOB со-
ответственно. Докажите, что

sinα

sinA
=

sinβ

sinB
=

sin γ

sinC
.

6.17. Указание: см. пример 6.11.





СЕМИНАР 7

Прямые на плоскости

1. Основные понятия и факты

Основные типы уравнений прямой на плоскости, отнесённые к декартовой
системе координат (косоугольной или прямоугольной, причём случай прямо-
угольной системы координат всегда оговаривается):
(1) уравнение с угловым коэффициентом:

y = kx+ b,

где k — тангенс угла между прямой и положительным направлением оси
Ox (в прямоугольной декартовой системе координат);

(2) векторное параметрическое уравнение:
r = r0 + ta,

где r0 — радиус-вектор опорной точки M0 прямой, a — направляющий век-
тор прямой;

(3) параметрические уравнения:
{
x = x0 + ta1,

y = y0 + ta2,

где (x, y), (x0, y0), (a1, a2) — координаты векторов r, r0, a соответственно;
(4) параметрические уравнения прямой, проходящей через две заданные точки

M1(r1) и M2(r2):

r = r1 + t(r2 − r1),

{
x = x1 + t(x2 − x1),

y = y1 + t(y2 − y1)

где (x1, y1), (x2, y2) — координаты векторов r1 и r2;
(5) канонические уравнения:

x− x0
a1

=
y − y0
a2

,

∣∣∣∣
x− x0 y − y0
a1 a2

∣∣∣∣ = 0

(смысл обозначений тот же, что и ранее);
(6) канонические уравнения прямой, проходящей через две заданные точки

M1(x1, y1) и M2(x2, y2):
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

,

∣∣∣∣
x− x1 y − y1
x2 − x1 y2 − y1

∣∣∣∣ = 0,

(7) общее уравнение прямой на плоскости, проходящей через заданную точку
(x0, y0):

A(x− x0) +B(y − y0) = 0;

(8) общее уравнение прямой на плоскости:
Ax+By = D;

103
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(9) уравнение в отрезках
x

a
+
y

b
= 1,

где a и b— отрезки, отсекаемые прямой на координатных осях;
(10) векторное нормальное уравнение прямой на плоскости, проходящей через

заданную точку M0(r0):

(r − r0,n) = 0,

где n — вектор нормали к плоскости;
(11) векторное нормальное уравнение прямой на плоскости:

(r,n) = D,

где D — некоторое число;
(12) нормальное уравнение прямой на плоскости, проходящей через заданную

точку M0(x0, y0):
A(x− x0) +B(y − y0) = 0,

где A, B — координаты вектора нормали n прямой (только в прямоуголь-
ной декартовой системе координат);

(13) нормальное уравнение прямой на плоскости:

Ax+By = D

(только в прямоугольной декартовой системе координат);
(14) нормированное уравнение прямой в прямоугольной декартовой системе ко-

ординат:
x cosα+ y sinα = p,

где p— расстояние от начала координат до прямой (p > 0), α— угол между
положительным направлением оси Ox и нормальным вектором прямой,
приложенным к началу координат;

(15) уравнение прямой в полярных координатах:

r =
p

cos(ϕ− α)
,

где α— угол между нормалью прямой и полярной осью, p— расстояние
от полюса до прямой. В случае, когда прямая проходит через полюс под
углом β к полярной оси, она распадается на два луча, уравнения которых,
очевидно, ϕ = β и ϕ = β + π (или ϕ = β − π) соответственно.

O

M0

r0

M

r

a

O

M0

r0

M

r

n

Теорема 7.1. Даны точка M1(r1) и прямая a, заданная векторным нор-
мальным уравнением (r,n) = D.



1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ФАКТЫ 105

1. Радиус-вектор ортогональной проекции M2(r2) точки M1(r1) на прямую
a выражается формулой

r2 = r1 +
D − (r1,n)

(n,n)
n.

2. Расстояние от точки M1(r1) до прямой a выражается формулой

d(M1, a) =
|D − (r1,n)|

|n| .

3. Радиус-вектор точки M3(r3), симметричной точке M1(r1) относительно
прямой a, выражается формулой

r3 = r1 + 2
D − (r1,n)

(n,n)
n.

M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

n

a

Отклонение точки M1(x1, y1) от прямой a, заданной нормированным урав-
нением x cosα+ y sinα = p, равно

δ(M1, a) = x1 cosα+ y1 sinα− p.

Модуль этой величины равен расстоянию d(M1, a) от точки M1 до прямой a,
а знак показывает, в какой из двух полуплоскостей лежит точка M1: если
δ(M1, a) < 0, то точка M1 и начало координат O лежат в одной полуплоскости,
а если δ(M1, a) > 0 — то в разных. Отклонение точки M1(r1) от прямой a,
заданной векторным нормальным уравнением (r,n) = D, может быть найдено
по формуле, аналогичной формуле для расстояния от точки до прямой:

δ(M1, a) =
(r1,n)−D

|n| · sgnD,

где sgnD — знак1 числа D.
Пучок прямых (на плоскости) с центром C — это множество π(C) всех пря-

мых на этой плоскости, проходящих через точку C.

1Напомним, что функция «знак числа» определяется следующим образом:

sgnx =











−x, если x < 0,

0, если x− 0,

x, если x > 0.
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Теорема 7.2. Пусть (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2 — уравнения двух пря-
мых, пересекающихся в точке C(r0). Прямая принадлежит пучку π(C) тогда
и только тогда, когда она задаётся уравнением

(
r, αn1 + βn2

)
= αD1 + βD2,

где α и β — числа, не равные одновременно нулю. Это уравнение называется
уравнением пучка прямых.

2. Контрольные вопросы и задания

1. Запишите векторное параметрическое уравнение прямой на плоскости. Опи-
шите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных вели-
чин.

2. Запишите параметрическое уравнение прямой на плоскости в координатном
виде. Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоян-
ных величин.

3. Запишите каноническое уравнение прямой на плоскости в виде пропорции.
Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных ве-
личин.

4. Запишите каноническое уравнение прямой на плоскости с помощью опреде-
лителя. Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение посто-
янных величин.

5. Укажите какой-либо направляющий вектор прямой, заданной уравнением
y = kx+ b.

6. Составьте уравнение прямой, проходящей через точки A(2; 5) и B(−3; 7).1

7. Получите из параметрического уравнения прямой на плоскости
{
x = 3− 2t,

y = 1 + 3tканоническое уравнение.2

8. Получите из параметрического уравнения прямой на плоскости
{
x = 5,

y = 3− 7tканоническое уравнение.3

9. Получите из канонического уравнения прямой на плоскости
x+ 2

2
=
y − 4

−5параметрическое уравнение.4

10. Получите из канонического уравнения прямой на плоскости
x− 5

2
=
y + 2

0параметрическое уравнение.

1 Направляющий вектор −→AB = (−5; 2), каноническое уравнение
x− 2

−5
=

y − 5

2
или

∣

∣

∣

∣

x− 2 y − 5
−5 2

∣

∣

∣

∣ = 0
x+ 3

−5
=

y − 7

2
или

∣

∣

∣

∣

x+ 3 y − 7
−5 2

∣

∣

∣

∣ = 0; уравнение в общем виде

2x+ 5y = 29.

2
x− 3

−2
=

y − 1

3
.

3
x− 5

0
=

y − 3

−7
.

4

{

x = −2 + 2t,

y = 4− 5t
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11. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку A(13;−7) параллель-
но вектору a(5; 2).1

12. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку A(−4; 2) параллельно

прямой
x+ 8

5
=
y − 9

−11
.2

13. Запишите уравнение прямой в отрезках.
14. Нарисуйте прямую, заданную уравнением

x

5
− y

3
= 1.

15. Запишите векторное нормальное уравнение прямой, проходящей через за-
данную точку (в планиметрическом случае). Опишите геометрический
смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

16. Запишите нормальное уравнение прямой, проходящей через заданную точ-
ку, в прямоугольных координатах (в планиметрическом случае). Опишите
геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

17. Укажите какой-либо нормальный вектор прямой, заданной уравнением
y = kx+ b.

18. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку A(3;−7) перпендику-
лярно вектору n(5;−2).3

19. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку A(1;−3) перпендику-

лярно прямой
x+ 8

3
=
y − 9

−7
.4

20. Запишите нормированное уравнение прямой на плоскости. Опишите геомет-
рический смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

21. Запишите формулу для вычисления расстояния от точки до прямой. Дока-
жите эту формулу.

22. Запишите формулу для нахождения точки, являющейся проекцией данной
точки на данную прямую. Докажите эту формулу.

23. Запишите формулу для нахождения точки, симметричной данной точке от-
носительно данную прямой. Докажите эту формулу.

24. Найдите расстояния от точек A(2; 1) и B(5;−3) до прямой a, заданной урав-
нением 3x− 4y = 12. Пересекает ли отрезок [AB] прямую a?5

25. Найдите точку P , являющуюся проекцией точки A(2; 1) на прямую a, за-
данную уравнением 3x − 4y = 12, и точку S, симметричную точке A отно-
сительно прямой a.6

26. Запишите уравнения следующих прямых в полярных координатах: (а) y = 1;
(б) x = 1; (в) x = −1; (г) x+ y = 1.7

1 Параметрическое уравнение
{

x = 13 + 5t,

y = −7 + 2t; каноническое уравнение

x− 13

5
=

y + 7

2
; общее уравнение 2x− 5y = 61.

2 Каноническое уравнение
x+ 4

5
=

y − 2

−11
; уравнение в общем виде 11x+ 5y = −34.

3 Нормальное уравнение в координатах 5(x− 3)− 2(y + 7) = 0 или 5x− 2y = 29.

4 Нормальное уравнение в координатах 3(x− 1)− 7(y + 3) = 0 или 3x− 7y = 24.

5 d(A, a) = 2, δ(A, a) = −2, d(B, a) = δ(B, a) = 3. Отрезок [AB] пересекает прямую a.

6 P

(

16

5
;−

3

5

)

, S
(

22

5
;−

11

5

)

.

7 (а) r = 1/ sinϕ, 0 < ϕ < π; (б) r = 1/ cosϕ, −π/2 < ϕ < π/2; (в) r = −1/ cosϕ,
π/2 < ϕ < 3π/2; (г) r = 1/(cos ϕ+ sinϕ).
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3. Примеры решения задач

Во всех задачах система координат предполагается прямоугольной.
Пример 7.1. Составьте уравнения прямых b и c, проходящих через точку

A(−2; 5) соответственно параллельно и перпендикулярно прямой a, заданной
уравнением 3x+ 2y = 8.

Решение. Уравнение прямой, проходящей через данную точку (x0, y0) па-
раллельно прямой Ax+By = D, имеет вид

A(x − x0) +B(y − y0) = D.

Поэтому уравнение прямой b, параллельной прямой a, имеет вид
3(x+ 2) + 2(y − 5) = 0 ⇐⇒ 3x+ 2y = 4.

Вектор нормали n(3; 2) данной прямой a перпендикулярен ей, поэтому он яв-
ляется направляющим вектором искомой прямой c, уравнение которой удобно
записать в каноническом виде:

x+ 2

3
=
y − 5

2
или

∣∣∣∣
x+ 2 y − 5
3 2

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ 2x− 3y = −19.

Пример 7.2. Известна вершина A(3;−4) треугольника ABC и уравнения
его высот1:

(BH) : 7x− 2y = 1, (CP ) : 2x− 7y = 6.

Составьте уравнение стороны [BC].
Решение. Найдем координаты точки Q пересечения высот треугольника:

{
7x− 2y = 1,

2x− 7y = 6
⇒ Q

(
−1

9
, −8

9

)
.

Вектор
−→
AQ

(
−28

9
,
28

9

)
перпендикулярен прямой (BC), поэтому пропорцио-

нальный вектор n(1;−1) можно взять в качестве вектора нормали стороны
[BC].

Найдём координаты точки B, являющейся пересечением высоты [BH ] (её
уравнение известно) и стороны [AB] (её уравнение требуется получить). По-
скольку нормальный вектор (2;−7) высоты [CP ] является направляющим век-
тором стороны [AB], можем записать каноническое уравнение прямой (AB):

x− 3

2
=
y + 4

−7
⇐⇒ 7x+ 2y = 13.

Далее находим координаты точки B:
{
7x− 2y = 1,

7x+ 2y = 13
⇒ B(1; 3).

Теперь можем составить уравнение стороны [BC]:
1 · (x− 1) + (−1) · (y − 3) = 0 ⇐⇒ x− y = −2.

Пример 7.3. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку (−5; 3)
и образующей острый угол ϕ, tgϕ = 2, с прямой a, заданной уравнением
4x− y = 1.

Решение. Искомых прямых две (сделайте схематичный чертёж самосто-
ятельно!). Так как tgϕ = 2 и ϕ— острый угол, находим sinϕ = 2/

√
5 и

1Здесь и далее под уравнением высот (биссектрис, сторон и т. д.) будем понимать урав-
нения прямых, на которых лежат высоты (биссектрисы, стороны и т. д.).
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cosϕ = 1/
√
5. Поворачивая нормальный вектор n(4;−1) данной прямой на уг-

лы ϕ и −ϕ, получим векторы, нормальные к искомым прямым (см. задачу 5.17,
с. 88):

nϕ =

(
x cosϕ− y sinϕ
x sinϕ+ y cosϕ

)
=




4 · 1√

5
− (−1) · 2√

5

4 · 2√
5
+ (−1) · 1√

5



 =
1√
5

(
6
7

)
,

n−ϕ =

(
x cosϕ+ y sinϕ

−x sinϕ+ y cosϕ

)
=




4 · 1√

5
+ (−1) · 2√

5

−4 · 2√
5
+ (−1) · 1√

5



 =
1√
5

(
2

−9

)
.

Для простоты возьмём в качестве нормальных векторов искомых прямых век-
торы (6; 7) и (2;−9) соответственно:

6(x+ 5) + 7(y − 3) = 0 ⇐⇒ 6x+ 7y = −9,

2(x+ 5)− 9(y − 3) = 0 ⇐⇒ 2x− 9y = −37.

Пример 7.4. Составьте уравнения биссектрис углов между прямыми
3x− 4y = −7 и 5x+ 12y = 1.

Решение. Точка M(x, y) лежит на биссектрисе углов, образованных дан-
ными прямыми, тогда и только тогда, когда расстояния d1 и d2 от этой точки
до данных прямых равны между собой, т.е.

|3x− 4y + 7|√
32 + 42

=
|5x+ 12y − 1|√

52 + 122
.

Снимая модули, получаем

3x− 4y + 7

5
=

5x+ 12y − 1

13
⇐⇒ 7x− 56y = −48,

3x− 4y + 7

5
= −5x+ 12y − 1

13
⇐⇒ 32x = 4y + 43 = 0.

Пример 7.5. Даны уравнения сторон треугольника:

[BC] : x+ 2y = 1, [AC] : 5x+ 4y = 17, [AB] : x− 4y = −11.

Не определяя координат его вершин, составьте уравнения высот этого тре-
угольника.

Решение. Найдём уравнение высоты (CH), исходящей из вершины C. Пря-
мая (CH) принадлежит пучку π(C) с центром C, т.е. имеет уравнение

α(x+ 2y − 1+β(5x+ 4y − 17) = 0 ⇐⇒ x(α + 5β) + y(2α+ 4β) = α+ 17β.

Кроме того, эта прямая перпендикулярна стороне [AB], т.е. нормальные век-
торы n(CH)(α+5β; 2α+4β) и n(AB)(1;−4) ортогональны, так что их скалярное
произведение равно нулю:

(n(CH),n(AB)) = 1 · (α+ 5β) + (−4) · (2α+ 4β) = −7α− 11β = 0.

Взяв в качестве решения этого уравнения α = −11, β = 7, получаем уравнение
высоты [CH ]: 4x+y = 18. Уравнения остальных высот треугольника находятся
аналогично.

Ответ: 4x+ y = 18, 4x− 5y = −22, 2x− y = −1.



110 7. ПРЯМЫЕ НА ПЛОСКОСТИ

Пример 7.6. Даны точка A(1; 2) и прямая a с уравнением 3x− y + 9 = 0.
Найдите координаты точки P , являющейся проекцией точки A на прямую a,
и точки S, симметричной точке A относительно прямой a, а также расстояние
от точки A до прямой a.

Решение. Обозначим через r1 радиус-вектор точки A, через r2 — радиус-
вектор точки P , через r3 — радиус-вектор точки S, через n — нормальный век-
тор прямой a, D— свободный член уравнения прямой; очевидно, r1 = (1; 2),
n = (3;−1), D = −9. По формулам теоремы 7.1 получаем:

r2 = r1 +
D −

=1︷ ︸︸ ︷
(r1,n)

(n,n)
︸ ︷︷ ︸
=10

n =

(
1
2

)
+

−9− 1

10

(
3

−1

)
=

(
−2
3

)
;

r3 = r1 + 2
D − (r1,n)

(n,n)
n =

(
1
2

)
− 2

(
3

−1

)
=

(
−5
4

)
;

d(A, a) =
|D − (r1,n)|

|n| =
| − 9− 1|√

10
=

√
10.

O
A

P

S

b

a

r1

r2

r3 n

Можно решить задачу без использования готовых формул. Проведём че-
рез точку A прямую b, перпендикулярную прямой a; её направляющий вектор
совпадает с нормальным вектором прямой a, и поэтому уравнение прямой b
имеет вид

x− 1

3
=
y − 2

−1
⇐⇒ x+ 3y = 7.

Точка P является пересечением прямых a и b:
{

3x− y = −9,

x+ 3y = 7
⇒ P (−2; 3).

Расстояние от точки A до прямой a равно расстоянию |AP |:

|AP | =
√
(−2− 1)2 + (3− 2)2 =

√
10.

Далее находим вектор
−→
AP :

−→
AP =

−−→
OP −−→

OA =

(
−2
3

)
−

(
1
2

)
=

(
−3
1

)

и радиус-вектор точки S:
−→
OS =

−→
OA +

−→
AS =

−→
OA + 2

−→
AP =

(
1
2

)
+ 2

(
−3
1

)
=

(
−5
4

)
.
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Пример 7.7. Докажите, что уравнение прямой, проходящей через две дан-
ные точки M1(x1, y1) и M2(x2, y2), может быть записано в следующем виде:

∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Решение. Вычтем третью строку определителя из первой и второй:

0 =

∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 0
x1 − x2 y1 − y2 0
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣
=

и теперь раскроем по элементам последнего столбца:

=

∣∣∣∣
x− x2 y − y2
x1 − x2 y1 − y2

∣∣∣∣ .

Получившееся уравнение есть не что иное, как каноническое уравнение прямой,
проходящей через две заданные точки.

Пример 7.8. Найдите площадь треугольника ABC, стороны которого за-
даны уравнениями

A1x+B1y = D1 (сторона [BC]),

A2x+B2y = D2 (сторона [AC]),

A3x+B3y = D3 (сторона [AB]).

Решение. Для нахождения координат вершин треугольника требуется ре-
шить три системы уравнений. Рассмотрим матрицу коэффициентов

R =




A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3





и её присоединённую матрицу

adjR =




A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3



 .

Тогда, согласно формулам Крамера, координаты вершин равны

A

(A1

D1
,
B1

D1

)
, B

(A2

D2
,
B2

D2

)
, C

(A3

D3
,
B3

D3

)
.

Согласно формуле, полученной в задаче 5.12 (см. с. 86), площадь треугольника
ABC равна

S = ±1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1

D1

B1

D1
1

A2

D2

B2

D2
1

A3

D3

B3

D3
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

2D1D2D3

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣∣∣∣∣∣
.

Поскольку произведение матрицы R на её транспонированную присоединён-
ную равно единичной матрице, умноженной на определитель detR, получаем

R ·
(
adjR

)T

= detR · I,
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откуда, по теореме об определителе произведения матриц,

detR · det(adjR)T = (detR)3 ⇒ det(adjR) = (detR)2.

Таким образом,

S = ±1

2

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣
A2 B2

A3 B3

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
A3 B3

A1 B1

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣

.

4. Задачи для самостоятельного решения

7.1. Даны уравнения двух сторон параллелограмма 8x+ 3y = −1 и
2x+ y = 1 и уравнение одной из его диагоналей 3x+ 2y = −3. Найдите коор-
динаты вершин параллелограмма, составьте уравнения остальных сторон и
второй диагонали этого параллелограмма.

7.1. Вершины (1;−3), (−2; 5), (5;−9), (8;−17). Уравнения сторон
8x+ 3y = 13, 2x+ y = −1, уравнение диагонали 11x+ 5y = 3.

7.2. Даны уравнения двух сторон прямоугольника x− 2y = 0 и x− 2y = −15
и уравнение одной из его диагоналей 7x+ y = 15. Найдите координаты вершин
прямоугольника, составьте уравнения остальных сторон и второй диагонали
этого прямоугольника.

7.2. Вершины (2; 1), (4; 2), (−1; 7), (1; 8). Уравнения сторон 2x+ y = 5,
2x+ y = 10, уравнение диагонали x+ y = 6.

7.3. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку M(2; 5) и рав-
ноудалённой от точек P (−1; 2) и Q(5; 4).

7.3. x = 2, x = 3y = −13. [Указание: условию задачи удовлетворяют две
прямые, одна из которых проходит через точку M и середину отрезка [PQ], а
другая проходит через точку M параллельно отрезку [PQ].]

7.4. Даны точка A(−5; 6) и прямая a с уравнением 2x−3y+2 = 0. Найдите
координаты точки P , являющейся проекцией точки A на прямую a, и точки S,
симметричной точке A относительно прямой a, а также расстояние d от точки
A до прямой a.

7.4. P (−1; 0), S(3;−6), d = 2
√
13.

7.5. Из точки A(−2; 3) под углом ϕ к оси Ox (tgϕ = 3) направлен луч
света. Дойдя до оси Ox, луч от неё отразился. Составьте уравнения прямых,
на которых лежат падающий и отражённый лучи.

7.5. 3x− y + 9 = 0, 3x+ y + 9 = 0.

7.6. Луч света направлен по прямой x − 2y + 5 = 0. Дойдя до прямой
3x−2y+7 = 0, Луч от неё отразился. Составьте уравнение прямой, на которой
лежит отражённый луч.

7.6. 29x− 2y + 33 = 0.

7.7. Найдите угол между прямыми, заданными уравнениями

(а) r = r1 + ta1, r = r2 + ta2; (б) (r,n1) = D1, (r,n2) = D2.
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7.7. (а) arccos
|(a1,a2)|
|a1| · |a2|

; (б) arccos
|(n1,n2)|
|n1| · |n2|

. Объясните знак модуля в

числителях этих выражений.

7.8. Найдите необходимое и достаточное условие, при котором прямые на
плоскости r = r1 + ta1 и r = r2 + sa2: (а) пересекаются в единственной точке;
(б) параллельны, но не совпадают; (в) совпадают.

7.8. (а) a1 и a2 не коллинеарны; (б) a1 и a2 коллинеарны, a1 и r2 − r1

не коллинеарны; (в) a1, a2, r2 − r1 коллинеарны.

7.9. Найдите условие, при котором прямые на плоскости (r,n) = D и
r = r0 + ta пересекаются (в единственной точке), и радиус-вектор точки пере-
сечения этих прямых.

7.9. (a,n) 6= 0, r0 +
D − (r0,n)

(a,n)
a.

7.10. Докажите, что тангенс угла ϕ между прямыми A1x + B1y = D1 и
A2x+B2y = D2 равен

tgϕ =
A1B2 −A2B1

A1A2 +B1B2
.

7.11. Найдите расстояние между параллельными прямыми Ax +By = D1

и Ax +By = D2.

7.11.
|D2 −D1|√
A2 + B2

.

7.12. 1. Докажите, что если три прямые A1x+B1y = D1, A2x+B2y = D2,
A3x+B3y = D3 пересекаются в одной точке, то

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

2. Докажите, что если ∣∣∣∣∣∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣∣∣∣∣∣
= 0,

то три прямые A1x + B1y = D1, A2x + B2y = D2, A3x + B3y = D3 либо
пересекаются в одной точке, либо параллельны.

7.13. Составьте уравнения прямых, отстоящих от точки M0(x0, y0) на рас-
стояние d и образующих с прямой Ax+By = D острый угол ϕ.

7.13. Искомых прямых четыре:

(A cosϕ−B sinϕ)(x − x0) + (A sinϕ+B cosϕ)(y − y0) + d
√
A2 +B2 = 0,

(A cosϕ−B sinϕ)(x − x0) + (A sinϕ+B cosϕ)(y − y0)− d
√
A2 +B2 = 0,

(A cosϕ+B sinϕ)(x − x0) + (−A sinϕ+B cosϕ)(y − y0) + d
√
A2 +B2 = 0,

(A cosϕ+B sinϕ)(x − x0) + (−A sinϕ+B cosϕ)(y − y0)− d
√
A2 +B2 = 0.

7.14. Составьте полярное уравнение прямой, проходящей через точку
M1(r1, ϕ1) и наклонённой к полярной оси под углом β.

7.14. r sin(ϕ− β) = r1 sin(ϕ1 − β).
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7.15. Составьте полярное уравнение прямой, проходящей через точку
M1(r1, ϕ1), если нормаль этой прямой составляет с полярной осью угол α.

7.15. r cos(ϕ− β) = r1 cos(ϕ1 − β).

7.16. Составьте полярное уравнение прямой, проходящей через точки
M1(r1, ϕ1) и M2(r2, ϕ2).

7.16.
r sin(ϕ− ϕ1)

r2 sin(ϕ2 − ϕ1)
=

√
r2 + r21 − 2rr1 cos(ϕ− ϕ1)√
r22 + r21 − 2r2r1 cos(ϕ2 − ϕ1)

.



СЕМИНАР 8

Прямые и плоскости в пространстве

1. Основные понятия и факты

1.1. Плоскости в пространстве. Основные типы уравнений плоскости
в пространстве, отнесённые к декартовой системе координат (косоугольной или
прямоугольной, причём случай прямоугольной системы координат всегда ого-
варивается):
(1) векторное параметрическое уравнение плоскости:

r = r0 + ua + vb,

где r0 — радиус-вектор опорной точки M0 плоскости, a и b — два неколли-
неарных между собой направляющих вектора плоскости (т.е. два вектора,
параллельных плоскости);

(2) параметрические уравнения





x = x0 + ua1 + vb1,

y = y0 + ua2 + vb2,

z = z0 + ua3 + vb3,

где (x0, y0, z0)— координаты вектора r0, (a1, a2, a3) и (b1, b2, b3)— коорди-
наты направляющих векторов;

(3) каноническое уравнение плоскости в пространстве:
∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= 0;

смысл обозначений тот же, что и выше;
(4) уравнение плоскости, проходящей через две заданные точки M1(x1, y1, z1)

и M2(x2, y2, z2) параллельно вектору a(a1, a2, a3):
∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
= 0;

(5) уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3):

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0;

(6) общее уравнение плоскости, проходящей через заданную точку:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0;

115
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(7) общее уравнение плоскости:

Ax+By + Cz = D;

(8) уравнение плоскости в отрезках:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1,

где a, b, c— отрезки, отсекаемые плоскостью на координатных осях Ox, Oy,
Oz соответственно;

(9) векторное нормальное уравнение плоскости, проходящей через заданную
точку M0(r0):

(r − r0,n) = 0;

(10) векторное нормальное уравнение плоскости:

(r,n) = D;

(11) нормальное уравнение плоскости, проходящей через заданную точку
M0(x0, y0, z0):

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

где A, B, C — координаты нормального вектора плоскости (только в пря-
моугольной декартовой системе координат);

(12) нормальное уравнение плоскости:

Ax+By + Cz = D,

где A, B, C — координаты нормального вектора плоскости (только в пря-
моугольной декартовой системе координат);

(13) нормированное уравнение плоскости:

x cosα+ y cosβ + z cos γ = p,

где p— расстояние от начала координат до прямой (p > 0), α, β, γ — углы,
которые образует с осями координат вектор нормали n.

O

a

b

r0 r

M0

M

α

O

n
r0 r

M0

M

α

Теорема 8.1. Даны точка M1(r1) и плоскость α, заданная векторным
нормальным уравнением (r,n) = D.

1. Радиус-вектор ортогональной проекции M2(r2) точки M1(r1) на плос-
кость α выражается формулой

r2 = r1 +
D − (r1,n)

(n,n)
n.

2. Расстояние от точки M1(r1) до плоскости α выражается формулой

d(M1, α) =
|D − (r1,n)|

|n| .
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3. Радиус-вектор точки M3(r3), симметричной точке M1(r1) относительно
плоскости α, выражается формулой

r3 = r1 + 2
D − (r1,n)

(n,n)
n.

M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

n

α

Отклонение точки M1(x1, y1, z1) от плоскости α, заданной нормированным
уравнением x cosα+ y cosβ + z cos γ = p, определяется как

d(M1, α) = x1 cosα+ y1 cosβ + z1 cos γ − p;

модуль этой величины равен расстоянию d(M1, α) от точки M1 до плоскости
α, а знак показывает, в каком из двух полупространств лежит точка M1: если
δ(M1, α) < 0, то точка M1 и начало координат O лежат в одном полупростран-
стве, а если δ(M1, α) > 0 — то в разных.

Пучком плоскостей в пространстве называется множество всех плоскостей,
проходящих через некоторую прямую l, называемую осью пучка. Пучок с цен-
тром l будем обозначать π(l).

Теорема 8.2. Пусть (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2 — уравнения двух (непа-
раллельных) плоскостей, пересекающихся по прямой l. Плоскость принадле-
жит пучку π(l) тогда и только тогда, когда она задаётся уравнением

(
r, αn1 + βn2

)
= αD1 + βD2, (14)

где α и β — числа, не равные одновременно нулю. Это уравнение называется
уравнением пучка плоскостей.

1.2. Прямые в пространстве. Основные способы задания прямой в про-
странстве:
(1) векторное параметрическое уравнение:

r = r0 + ta,
где r0 — радиус-вектор опорной точки M0 прямой, a — направляющий век-
тор прямой;

(2) параметрические уравнения:





x = x0 + ta1,

y = y0 + ta2,

z = z0 + ta3,
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где (x, y, z), (x0, y0, z0), (a1, a2, a3) — координаты векторов r, r0, a соответ-
ственно;

(3) каноническое уравнение прямой:
x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

(смысл обозначений тот же);
(4) уравнение в форме Плюккера

[r,a] = b,

где a — направляющий вектор прямой, а b — некоторый вектор, удовлетво-
ряющий условию b ⊥ a (или, эквивалентно, (a, b) = 0);

(5) прямая может быть задана как пересечение двух плоскостей.

Теорема 8.3. Даны точка M1(r1) и прямая a, заданная векторным па-
раметрическим уравнением r = r0 + ta.

1. Радиус-вектор ортогональной проекции M2(r2) точки M1(r1) на прямую
a выражается формулой

r2 = r0 +
(r1 − r0,a)

(a,a)
a.

2. Расстояние от точки M1(r1) до прямой a выражается формулой

d(M1, a) =

∣∣[r1 − r0,a]
∣∣

|a| .

3. Радиус-вектор точки M3(r3), симметричной точке M1(r1) относительно
прямой a, выражается формулой

r3 = 2r0 − r1 + 2
(r1 − r0,a)

(a,a)
a.

M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

a

a

2. Контрольные вопросы и задания

1. Запишите векторное параметрическое уравнение плоскости. Опишите гео-
метрический смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

2. Запишите параметрическое уравнение плоскости в координатном виде. Опи-
шите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных вели-
чин.

3. Запишите каноническое уравнение плоскости. Опишите геометрический
смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.
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4. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку A(2;−3; 1) парал-
лельно векторам a(5;−7; 4) и b(0;−1; 1).1

5. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки A(3;−5; 2) и
B(−1; 0; 4) параллельно вектору a(7;−3; 0).2

6. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки A(2; 3;−1),
B(−5; 0; 1) и C(3; 6;−3).3

7. Составьте уравнения двух параллельных плоскостей, в которых лежат скре-

щивающиеся прямые
x− 3

2
=
y + 5

−7
=
z − 1

3
и
x+ 3

5
=
y − 1

11
=
z + 4

0
.4

8. Запишите уравнение плоскости в отрезках.
9. Запишите векторное нормальное уравнение плоскости. Опишите геометри-

ческий смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.
10. Запишите нормальное уравнение плоскости в прямоугольных координатах.

Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных ве-
личин.

11. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку A(2; 3;−4) перпен-
дикулярно вектору n(1; 3;−2).5

12. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку A(−2; 5;−7) пер-

пендикулярно прямой
x− 1

5
=
y + 4

0
=
z

3
.6

13. Запишите нормированное уравнение плоскости. Опишите геометрический
смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

14. Запишите формулу для вычисления расстояния от точки до плоскости. До-
кажите эту формулу.

15. Запишите формулу для нахождения точки, являющейся проекцией данной
точки на данную плоскость. Докажите эту формулу.

16. Запишите формулу для нахождения точки, симметричной данной точке от-
носительно данную плоскости. Докажите эту формулу.

1 Каноническое уравнение

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− 2 y + 3 z − 1
5 −7 4
0 −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0; после раскрытия определителя

получается уравнение 3x+ 5y + 5z = −4.

2 Второй направляющий вектор плоскости b = −→AB = (−4; 5; 2). Каноническое

уравнение плоскости

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− 3 y + 5 z − 2
7 −3 0
−4 5 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

3 Каноническое уравнение

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− 2 y − 3 z + 1
−7 −3 2
1 3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0; после раскрытия определителя и

сокращения 2y + 3z = 3.

4 Канонические уравнения плоскостей
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− 3 y + 5 z − 1
2 −7 3
5 11 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+ 3 y − 1 z + 4
2 −7 3
5 11 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0;

после раскрытия определителей получаются уравнения 33x− 15y − 57z = 117 и
33x− 15y − 57z = 114.

5 Нормальное уравнение 1 · (x−2)+3 · (y −3)+(−2) · (z +4) = 0 или x+3y−2z = 19.

6 Нормальное уравнение 5 · (x+ 2) + 0 · (y − 5) + 3 · (z + 7) = 0 или 5x+ 3z = −31.
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17. Запишите векторное параметрическое уравнение прямой в пространстве.
Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение постоянных ве-
личин.

18. Запишите параметрическое уравнение прямой в пространстве в координат-
ном виде. Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение по-
стоянных величин.

19. Запишите каноническое уравнение прямой в пространстве. Опишите геомет-
рический смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

20. Запишите уравнение прямой в пространстве в форме Плюккера. Укажите
условие, при котором это уравнение имеет смысл. Опишите геометрический
смысл всех входящих в уравнение постоянных величин.

21. Составьте векторное параметрическое уравнение прямой, проходящей через
точку M0(r0) перпендикулярно плоскости (r,n) = D.1

22. Составьте каноническое уравнение прямой, проходящей через точку
M0(x0, y0, z0) перпендикулярно плоскости Ax+By + Cz = D.2

23. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходящей через
точку M1(r1) перпендикулярно прямой r = r0 + ta.3

24. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку M1(x1, y1, z1) пер-

пендикулярно прямой
x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

.4

25. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходящей через
прямую r = r0 + ta и точку M1(r1), не лежащую на этой прямой.5

26. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, заданную кано-
ническим уравнением

x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

, и точку M1(x1, y1, z1), не

лежащую на этой прямой.6
27. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходящей через

прямую r = r0 + ta перпендикулярно плоскости (r,n) = D.7
28. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, заданную кано-

ническим уравнением
x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

, перпендикулярно плоско-

сти Ax+By + Cz = D.8

1
r = r0 + tn.

2
x− x0

A
=

y − y0

B
=

z − z0

C
.

3 (r − r1,a) = 0.

4 a1(x− x1) + a2(y − y1) + a3(z − z1) = 0.

5 (r − r0, r1 − r0,a) = 0.

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

a1 a2 a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

7 (r − r0,a,n) = 0.

8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3
A B C

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.



3. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 121

29. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходящей через
прямую r = r0 + ta параллельно прямой r = r1 + sb при условии, что
прямые не параллельны (т.е. [a, b] 6= 0).1

30. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, заданную ка-
ноническим уравнением

x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

, параллельно прямой
x− x1
b1

=
y − y1
b2

=
z − z1
b3

при условии, что прямые не параллельны.2

3. Примеры решения задач

Во всех задачах система координат предполагается прямоугольной.

Пример 8.1. Составьте уравнение плоскости, проходящей через три задан-
ные точки M1(−1; 5; 5), M2(−3; 1; 5), M3(−5; 4;−4).

Решение. Пусть M(x, y, x) — произвольная точка искомой плоскости. Так
как векторы

−−−→
M1M ,

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3 компланарны, определитель, составленный

из их координат, равен нулю:
∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x+ 1 y − 5 z − 5
−3 + 1 1− 5 5− 5
−5 + 1 4− 5 −4− 5

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x+ 1 y − 5 z − 5
−2 −4 0
−4 −1 −9

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Раскрывая определитель, получим уравнение искомой плоскости:

18x− 9y − 7z + 98 = 0.

Пример 8.2. Найдите уравнение плоскости, проходящей через первую пря-
мую параллельно второй:

x− 3

3
=
y

1
=
z + 1

3
,

x− 1

0
=
y + 2

2
=
z + 2

−1
.

Решение. В качестве опорной точки искомой плоскости можно взять лю-
бую точку первой прямой, например, её опорную точку M0(3; 0;−1) (см. чис-
лители в первом уравнении). Направляющими векторами искомой плоскости
могут служить направляющие векторы двух данных прямых, т.е. a(3; 1; 3) и
b(0; 2;−1) (см. знаменатели). Если M(x, y, z)— произвольная точка плоскости,
то векторы

−−−→
M0M , a и b компланарны, и этот факт может быть записан как

равенство нулю определителя, составленного из координат указанных векто-
ров: ∣∣∣∣∣∣

x− 3 y z + 1
3 1 3
0 2 −1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒ 7x− 3y − 6z = 27.

Пример 8.3. Найдите расстояние d между параллельными плоскостями
2x− 3y + 6z = 4 и 2x− 3y + 6z = 18.

Решение. Данные плоскости действительно параллельны, так как их нор-
мальные векторы совпадают: n1 = n2 = (2;−3; 6). Расстояние между парал-
лельными плоскостями можно найти как расстояние от произвольной точки

1 (r − r0,a, b) = 0.

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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первой плоскости (возьмём в качестве таковой (2; 0; 0)) до другой плоскости по
формуле п. 1 теоремы 8.1:

d =
|D − (r1,n)|

|n| =

∣∣18− (2 · 2− 3 · 0 + 6 · 0
∣∣

√
22 + (−3)2 + 62

= 2.

Пример 8.4. Даны плоскость π и три прямые l1, l2, l3:

π : r =




6
3
6



 + α




4
6
1



 + β




3
4
4



 , l1 : r =




34
2
6



 + s




24
−7
−1



 ,

l2 : r =




9
7

10



 + t




1
2

−3



 , l3 : r =




26

−10
4



 + u




7

10
5



 .

Для каждой из прямых выяснить, пересекается ли она с плоскостью, парал-
лельна ей или лежит в плоскости. В случае пересечения найти координаты
общей точки плоскости и прямой.

Решение. Перепишем уравнение плоскости π в виде Ax + By + Cz = D.
Опорной точкой плоскости является точка M0(6; 3; 3), а направляющими век-
торами — a(4; 6; 1) и b(3; 4; 4). Если M(x, y, z)— произвольная точка плоскости,
то векторы

−−−→
M0M , a и b компланарны, так что определитель, составленный из

их координат, равен нулю:
∣∣∣∣∣∣

x− 6 y − 3 z − 6
4 6 1
3 4 4

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒ 20x− 13y − 2z = 69;

нормальный вектор плоскости есть n(20;−13,−2).
Вычислим скалярное произведение вектора n с направляющим вектором

прямой l1:

(n,a1) =








20

−13
−2



 ,




24
−7
−1







 = 573.

Поскольку (n,a1) 6= 0, прямая l1 пересекается с плоскостью π. Для нахождения
их точки пересечения запишем параметрические уравнения прямой:






x = 34 + 24s,

y = 2− 7s,

z = 6− s.

Подставляя эти выражения в уравнение плоскости 20x−13y−2z = 69, находим
значение параметра s, отвечающее точке пересечения:

20(34 + 24s)− 13(2− 7s)− 2(6− s) = 69 ⇐⇒ s = −1.

Таким образом, координаты точки пересечения





x = 34 + 24 · (−1) = 10,

y = 2− 7 · (−1) = 9,

z = 6− (−1) = 7.
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Вычислим скалярное произведение вектора n с направляющим вектором
прямой l2:

(n,a2) =








20

−13
−2



 ,




1
2

−3







 = 0.

Таким образом, векторы n и a2 ортогональны, и прямая либо параллельна
плоскости, либо лежит в ней. Проверим, лежит ли опорная точка (9; 7; 10) пря-
мой l2 в плоскости π:

20 · 9− 13 · 7− 2 · 10 = 69;

таким образом, прямая l2 лежит в плоскости π.
Для прямой l3 анализ аналогичен:

(n,a3) =








20

−13
−2



 ,




7

10
5



 .



 = 0,

т.е. векторы n и a3 ортогональны, и прямая либо параллельна плоскости, ли-
бо лежит в ней. Проверим, лежит ли опорная точка (26;−10; 4) прямой l3 в
плоскости π:

20 · 26− 13 · (−10)− 2 · 4 = 642 6= 69,

т.е. прямая l3 не имеет общих точек в плоскостью π.

Пример 8.5. Найдите каноническое уравнение прямой, которая задана как
пересечение двух плоскостей y + 2z = 1 и x+ y + z = 3. В качестве опорной
точки прямой возьмите точку, лежащую в плоскости Oxy.

Решение. Найдём опорную точку прямой, лежащую в плоскости Oxy, т.е.
имеющую нулевую аппликату:






y + 2z = 1,

x+ y + z = 3,

z = 0

⇒






x = 2,

y = 1,

z = 0.

В качестве направляющего вектора возьмём векторное произведение нормаль-
ных векторов плоскостей:

a = [n1,n2] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
0 1 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=




−1
2

−1



 .

Таким образом, каноническое уравнение искомой прямой имеет вид
x− 2

−1
=
y − 1

2
=

z

−1
.

Пример 8.6. Найдите необходимое и достаточное условие, при котором
прямые в пространстве r = r1 + ta1 и r = r2 + sa2: (а) скрещиваются; (б) пе-
ресекаются в единственной точке; (в) параллельны, но не совпадают; (г) сов-
падают.

Решение. Имеется четыре возможности взаимного расположения двух пря-
мых в пространстве.

1. Прямые скрещиваются; тогда они могут быть размещены в параллель-
ных плоскостях. Направляющие векторы a1 и a2 прямых не коллинеарны, а
любой вектор, соединяющий произвольно выбранные точки на этих прямых
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(например, вектор r2−r1, соединяющий опорные точки), не компланарен упо-
мянутым выше параллельным плоскостям:

a2

a1

r2

r1

r2 − r1

O

В этом случае
[a1,a2] 6= 0, (r2 − r1,a1,a2) 6= 0.

2. Прямые пересекаются; тогда они лежат в одной плоскости. Направляю-
щие векторы a1 и a2 прямых не коллинеарны, а любой вектор, соединяющий
произвольно выбранные точки на этих прямых (например, вектор r2 − r1),
компланарен упомянутым выше параллельным плоскостям:

a2

a1

r2

r1 r 2
−

r 1O

В этом случае
[a1,a2] 6= 0, (r2 − r1,a1,a2) = 0.

3. Прямые параллельны; тогда они лежат в одной плоскости. Направля-
ющие векторы a1 и a2 прямых коллинеарны, а любой вектор, соединяющий
произвольно выбранные точки на этих прямых (например, вектор r2 − r1), не
коллинеарен векторам a1 и a2:

a2

a1

r2

r1

r2 − r1

O
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В этом случае
[a1,a2] = 0, [r2 − r1,a1] 6= 0.

4. Прямые совпадают; тогда они лежат в одной плоскости. Все три вектора
a1, a2 и r2 − r1 коллинеарны:

a2

a1

r2 r1

r2 − r1

O

В этом случае
[a1,a2] = 0, [r2 − r1,a1] = 0.

Пример 8.7. Даны прямые l1, l2, l3, l4:

l1 :
x− 3

4
=
y − 3

2
=
z − 5

1
, l2 :

x− 4

5
=
y − 5

4
=
z − 5

1
,

l3 :
x

5
=
y − 2

4
=
z − 5

1
, l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z − 3

1
.

Для каждой из шести пар прямых выяснить, являются ли они скрещивающи-
мися, параллельными, совпадающими или пересекающимися. Для пересекаю-
щихся прямых найдите координаты точки пересечения, уравнение плоскости,
в которой лежат эти прямые, и угол между ними. Для параллельных пря-
мых найдите уравнение плоскости, в которой лежат эти прямые, и расстояние
между ними. Для скрещивающихся прямых найдите расстояние между ними,
уравнения двух параллельных плоскостей, в которых лежат эти прямые, и ка-
ноническое уравнение их общего перпендикуляра (в качестве опорной точки
возьмите точку пересечения этого общего перпендикуляра с одной из скрещи-
вающихся прямых).

Решение.
1. Рассмотрим прямые l1 и l2:

l1 :
x− 3

4
=
y − 3

2
=
z − 5

1
, l2 :

x− 4

5
=
y − 5

4
=
z − 5

1
.

Очевидно, их направляющие векторы a1(4; 2; 1) и a2(5; 4; 1) не коллинеарны,
т.е. прямые не параллельны и не совпадают. Рассмотрим вектор

−−−−→
M1M2, соеди-

няющий опорные точки M1 и M2 данных прямых:

−−−−→
M1M2 = r2 − r1 =




4
5
5



 −




3
3
5



 =




1
2
0



 .
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Выясним, компланарны ли векторы
−−−−→
M1M2, a1 и a2, для чего вычислим их

смешанное произведение:

(−−−−→
M1M2,a1,a2

)
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 0
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Таким образом, эти три вектора компланарны, так что прямые l1 и l2 лежат
в одной плоскости и пересекаются. Найдём их точку пересечения. Для этого
перепишем канонические уравнения прямых в параметрическом виде:

l1 :
x− 3

4
=
y − 3

2
=
z − 5

1
= t ⇐⇒






x = 3 + 4t,

y = 3 + 2t,

z = 5 + t;

l2 :
x− 4

5
=
y − 5

4
=
z − 5

1
= s ⇐⇒






x = 4 + 5s,

y = 5 + 4s,

z = 5 + s.

Приравнивая выражения для одноимённых координат, получим переопреде-
лённую систему уравнений (которая, как нам заранее известно — ибо прямые
пересекаются — имеет единственное решение)





3 + 4t = 4 + 5s,

3 + 2t = 5 + 4s,

5 + t = 5 + s

⇐⇒






4t− 5s = 1,

2t− 4s = 2,

t− s = 0

⇒
{
t = −1,

s = −1
⇒






x = −1,

y = 1,

z = 4.

Чтобы составить уравнение плоскости, в которой лежат прямые l1 и l2, найдём
её нормальный вектор как векторное произведение направляющих векторов
прямых l1 и l2:

n = [a1,a2] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
=




−2
1
6



 .

В качестве опорной точки плоскости можно взять любую из опорных точек
прямых l1 или l2 либо их точку пересечения (возьмём точку пересечения); в
результате получаем

−2(x+ 1) + 1(y − 1) + 6(z − 4) = 0 ⇐⇒ 2x− y − 6z + 27 = 0.

Наконец, найдём угол между прямыми:

ϕ = arccos
(a1,a2)

|a1| · |a1|
= arccos

29

42

√
2.

2. Рассмотрим прямые l1 и l3:

l1 :
x− 3

4
=
y − 3

2
=
z − 5

1
, l3 :

x

5
=
y − 2

4
=
z − 5

1
.

Их направляющие векторы a1(4; 2; 1) и a3(5; 4; 1) не коллинеарны, т.е. пря-
мые не параллельны и не совпадают. Рассмотрим вектор

−−−−→
M1M3, соединяющий

опорные точки M1 и M3 данных прямых:

−−−−→
M1M3 = r3 − r1 =




0
2
5



 −




3
3
5



 =




−3
−1
0



 .
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Выясним, компланарны ли векторы
−−−−→
M1M3, a1 и a3, для чего вычислим их

смешанное произведение:

(−−−−→
M1M3,a1,a3

)
=

∣∣∣∣∣∣

−3 −2 0
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
= 5.

Таким образом, векторы
−−−−→
M1M3, a1 и a3 не компланарны, так что прямые l1 и

l3 скрещиваются.
Составим уравнения параллельных плоскостей, в которых лежат эти пря-

мые. Эти плоскости имеют общий нормальный вектор

n = [a1,a3] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
=




−2
1
6



 .

В качестве опорных точек эти плоскостей возьмём опорные точки соответству-
ющих прямых. В результате получаем уравнение плоскости π1, содержащей
прямую l1:

−2(x− 3) + 1(y − 3) + 6(z − 5) = 0 ⇐⇒ 2x− y − 6z + 27 = 0,

и уравнение плоскости π3, содержащей прямую l3:

−2(x− 0) + 1(y − 2) + 6(z − 5) = 0 ⇐⇒ 2x− y − 6z + 32 = 0.

Общий перпендикуляр к скрещивающимся прямым представляет собой пе-
ресечение двух плоскостей σ1 и σ3, каждая из которых содержит соответству-
ющую прямую l1 или l3 и перпендикулярна к параллельным плоскостям π1, π3,
содержащим данные скрещивающиеся прямые. Ясно, что направляющий век-
тор общего перпендикуляра совпадает с общим нормальным вектором плоско-
стей π1 и π3. Чтобы найти точки пересечения общего перпендикуляра с самими
скрещивающимися прямыми, составим уравнения плоскостей σ1 и σ3.

Плоскость σ1 проходит через прямую l1 перпендикулярно плоскости π1; в
качестве её опорной точки возьмём опорную точку M1(3; 3; 5) прямой l1, а в
качестве направляющих векторов — направляющий вектор a1(4; 2; 1) прямой l1
и общий нормальный вектор n(2;−1;−6) плоскостей π1 и π3:

∣∣∣∣∣∣

x− 3 y − 3 z − 5
4 2 1
2 −1 −6

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒ 11x− 26y + 8z + 5 = 0.

Аналогично составляем уравнение плоскости σ3: она проходит через прямую l3
перпендикулярно плоскости π3; в качестве её опорной точки возьмём опорную
точку M3(0; 2; 5) прямой l3, а в качестве направляющих векторов — направля-
ющий вектор a3(5; 4; 1) прямой l3 и общий нормальный вектор n(2;−1;−6)
плоскостей π1 и π3:

∣∣∣∣∣∣

x− 0 y − 2 z − 5
5 4 1
2 −1 −6

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒ 23x− 32y + 13z − 1 = 0.
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Точка пересечения общего перпендикуляра с прямой l1 представляет собой точ-
ку пересечения плоскостей π1, σ1, σ3:






2x− y − 6z + 27 = 0,

11x− 26y + 8z + 5 = 0,

23x− 32y + 13z − 1 = 0

⇒






x = −25

41
,

y =
49

41
,

z =
168

41
.

Аналогично, точка пересечения общего перпендикуляра с прямой l3 представ-
ляет собой точку пересечения плоскостей π3, σ1, σ3:






2x− y − 6z + 32 = 0,

11x− 26y + 8z + 5 = 0,

23x− 32y + 13z − 1 = 0

⇒






x = −35

41
,

y =
54

41
,

z =
198

41
.

Таким образом, каноническое уравнение общего перпендикуляра к скрещива-
ющимся прямым l1 и l3 можно записать в виде

x+ 25
41

−2
=
y − 49

41

1
=
z − 168

41

6

(здесь в качестве опорной точки взята точка пересечения общего перпендику-
ляра с прямой l1) либо в виде

x+ 35
41

−2
=
y − 54

41

1
=
z − 198

41

6

(здесь в качестве опорной точки взята точка пересечения общего перпендику-
ляра с прямой l3).

Расстояние между скрещивающимися прямыми равно расстоянию между
параллельными плоскостями, в которых лежат эти прямые. Это расстояние, в
свою очередь, может быть найдено как высота параллелепипеда со сторонами
a1, a3 и r3 − r1:

d =

∣∣(r3 − r1,a1,a3)
∣∣

∣∣[a1,a3]
∣∣ ;

числитель этой формулы содержит объём указанного параллелепипеда, а зна-
менатель — площадь его основания. Имеем:

(r3 − r1,a1,a3) =

∣∣∣∣∣∣

−3 −1 0
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
= 5,

[a1,a3]

∣∣∣∣∣∣

i j k
4 2 1
5 4 1

∣∣∣∣∣∣
=




−2
1
6



 ,
∣∣[a1,a3]

∣∣ =
√
(−2)2 + 12 + 62 =

√
41.

Таким образом,

d =
5√
41
.

3. Рассмотрим прямые l1 и l4:

l1 :
x− 3

4
=
y − 3

2
=
z − 5

1
, l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z − 3

1
.
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Поскольку направляющие векторы a1(4; 2; 1) и a4(5; 4; 1) не коллинеарны, пря-
мые l1 и l4 не параллельны и не совпадают. Поскольку векторы a1, a4 и

−−−−→
M1M4 = r4 − r1 =




−6
−3
3



 −




3
3
5



 =




−9
−6
−2





компланарны, что подтверждается вычислением определителя, составленного
из координат этих векторов:

∣∣∣∣∣∣

4 2 1
5 4 1

−9 −6 −2

∣∣∣∣∣∣
= 0,

прямые l1 и l4 лежат в одной плоскости и пересекаются в единственной точке.
Как и выше, можно найти уравнение плоскости, в которой лежат эти прямые,
и их точку пересечения (далее будет показано, что прямые l2 и l4 совпадают,
так что рассматриваемый случай фактически совпадает со случаем прямых l1
и l2, рассмотренным выше).

4. Рассмотрим прямые l2 и l3:

l2 :
x− 4

5
=
y − 5

4
=
z − 5

1
, l3 :

x

5
=
y − 2

4
=
z − 5

1
.

Направляющие векторы этих прямых a2(5; 4; 1) и a3(5; 4; 1) совпадают,
так что прямые либо параллельны, либо совпадают. Поскольку a2 и−−−−→
M2M3 = r3 − r2 = (−4;−3; 0) не коллинеарны, прямые l2 и l3 параллельны.
Составим уравнение плоскости, в которой лежат эти прямые; в качестве опор-
ной точки возьмём опорную точку (4; 5; 5) прямой l2, в качестве направляющих
векторов — векторы a2(5; 4; 1) и

−−−−→
M2M3 = (−4;−3; 0):

∣∣∣∣∣∣

x− 4 y − 5 z − 5
5 4 1

−4 −3 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒ 3x− 4y + z + 3 = 0;

коэффициенты при x, y, z в этом уравнении суть координаты вектора нормали
плоскости, равного [a2,

−−−−→
M2M3] (этот факт понадобится чуть позже).

Расстояние s между параллельными прямыми l2 и l3 равно высоте па-
раллелограмма, построенного на векторах a2

−−−−→
M2M3. Эта высота может быть

найдена по формуле

s =

∣∣[a2,
−−−−→
M2M3]

∣∣

|a2|
;

числитель этой формулы содержит площадь указанного параллелограмма, а
знаменатель — длину основания. Таким образом, получаем

s =

√
32 + (−4)2 + 12√
52 + 42 + 12

=

√
13

21
.

5. Рассмотрим прямые l2 и l4:

l2 :
x− 4

5
=
y − 5

4
=
z − 5

1
, l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z − 3

1
.

Направляющие векторы этих прямых a2(5; 4; 1) и a4(5; 4; 1) совпадают,
так что прямые либо параллельны, либо совпадают. Поскольку a2 и−−−−→
M2M4 = r4 − r2 = (−10;−8;−2) коллинеарны, прямые l2 и l4 совпадают. Факт



130 8. ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

коллинеарности достаточно очевиден, поскольку векторы a2 и
−−−−→
M2M4 пропор-

циональны, но его можно установить, вычисляя векторное произведение этих
векторов:

[a2,
−−−−→
M2M4] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
5 4 1

−10 −8 −2

∣∣∣∣∣∣
= 0.

6. Наконец, рассмотрим прямые l3 и l4:

l3 :
x

5
=
y − 2

4
=
z − 5

1
, l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z − 3

1
.

Поскольку l2 = l4, задача тождественна рассмотрению прямых l2 и l3, которое
было проведено выше.

Пример 8.8. Составьте уравнение плоскости, проходящей через линию пе-
ресечения плоскостей π1 : x− 2y + 3z + 5 = 0 и π1 : 2x+ y − z + 2 = 0 перпен-
дикулярно плоскости π : x− y + 4z = 4.

Решение. Искомая плоскость принадлежит пучку плоскостей, осью кото-
рого является линия пересечения плоскостей π1 и π2, так что её уравнение
имеет вид

α(x− 2y + 3z + 5) + β(2x+ y − z + 2) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ x(α + 2β) + y(−2α+ β) + z(3α− β) + (5α+ 2β) = 0.

Условие перпендикулярности этой плоскости и плоскости π выражается как
равенство нулю скалярного произведения их нормальных векторов:

1 · (α+ 2β) + (−1) · (−2α+ β) + 4 · (3α− β) = 0 ⇐⇒ 15α− 3β = 0.

В качестве решения этого уравнения можно взять α = 1, β = 5; подставляя эти
значения в уравнение пучка плоскостей, получаем уравнение искомой плоско-
сти: 11x+ 3y − 2z + 15 = 0.

Пример 8.9. Запишите уравнение плоскости r = r0 + ua + vb в виде
(r,n) = D, т.е. выразите n, D через r0, a, b

Решение. Нормальный вектор n плоскости ортогонален обоим направля-
ющим векторам a и b, поэтому можем положить n = [a, b]. Чтобы найти D,
заметим, что точка M0(r0) принадлежит плоскости, так что

D = (r0,n) = (r0, [a, b]) = (r0,a, b).

Окончательно имеем
(r, [a, b]) = (r0,a, b).

Пример 8.10. Прямая задана как пересечение двух плоскостей (r,n1) = D1

и (r,n2) = D2. Запишите уравнение этой прямой в форме Плюккера [r,a] = b.
Решение. Направляющий вектор a прямой ортогонален обеим плоскостям,

в которых лежит эта прямая, и потому может быть взят в виде a = [n1,n2].
Тогда

[r,a] = [r, [n1,n2]] = n1 (r,n2)︸ ︷︷ ︸
=D2

−n2 (r,n1)︸ ︷︷ ︸
=D1

= D2n1 −D1n2.

Итак, уравнение прямой в форме Плюккера имеет вид

[r, [n1,n2]] = D2n1 −D1n2.
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Пример 8.11. Составьте уравнение прямой, пересекающей две скрещива-
ющиеся прямые r = r1 + ta1 и r = r2 + ta2 и проходящей через точку M0(r0),
не лежащую ни на одной из этих прямых.

A

B

π2

π1

M0

l2

l1

l

Решение. Искомая прямая представляет собой пересечение двух плоско-
стей π1 и π2, содержащих данные прямые и проходящих через точку M0 (см.
чертёж); уравнения этих плоскостей имеют вид (см. вопрос 25 в разделе «Кон-
трольные вопросы и задания», с. 120)

{
(r − r0, r1 − r0,a1) = 0,

(r − r0, r2 − r0,a2) = 0.

Пример 8.12. Составьте уравнение прямой, пересекающей две скрещива-
ющиеся прямые r = r1+ta1 и r = r2+ta2 под прямыми углами (т.е. уравнение
общего перпендикуляра к этим прямым).

π1

π2

σ1

σ2

a1

a2

a

Решение. Искомая прямая a является пересечением двух плоскостей σ1 и
σ2, каждая из которых содержит соответствующую прямую a1 или a2 и пер-
пендикулярна к параллельным плоскостям π1, π2, содержащим данные скре-
щивающиеся прямые. Уравнения этих плоскостей имеют вид (см. вопрос 27 в
разделе «Контрольные вопросы и задания», с. 120)

{
(r − r1,a1, [a1,a2]) = 0,

(r − r2,a2, [a1,a2]) = 0.
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4. Задачи для самостоятельного решения

8.1. Даны плоскость π и три прямые l1, l2, l3. Для каждой из прямых вы-
яснить, пересекается ли она с плоскостью, параллельна ей или лежит в плоско-
сти. В случае пересечения найти координаты общей точки плоскости и прямой.

π : r =




2
4
2



 + α




1
0
4



 + β




1
5
2



 , l1 : r =




3
9
4



 + s




0

−5
2



 ,

l2 : r =




−18

6
7



 + t




2
5
6



 , l3 : r =




−16

6
15



 + u




−19

2
9



 .

8.1. Прямая l1 параллельна плоскости π; прямая l2 лежит в плоскости π;
прямая l3 пересекается с плоскостью π в точке (3, 4, 6).

8.2. Прямая задана как пересечение двух плоскостей 2x+ 5y − z − 7 = 0 и
5x− 7y + 3z + 5 = 0. Запишите векторное параметрическое уравнение и кано-
ническое уравнение этой прямой, взяв в качестве опорной точки точку, лежа-
щую в плоскости Oyz.

8.2.




x
y
z



 =




0
2
3



 + t




8

−11
−39



,
x

8
=
y − 2

−11
=
z − 3

−39
.

8.3. Найдите координаты проекции точки A(6; 5;−5) на плоскость, задан-
ную уравнением x− 2y + z + 7 = 0, параллельно прямой

x

2
=
y

1
=

z

−1
.

8.3. (2; 3;−3).

8.4. Найдите координаты проекции точки A(2; 0;−1) на прямую, заданную

уравнением
x+ 1

2
=
y + 3

0
=
z − 2

1
, параллельно плоскости 3x− y − 2z = 0.

8.4. (5;−3; 5).

8.5. Найдите координаты точки P , представляющей собой ортогональ-
ную проекцию точки A(−2; 0; 5) на плоскость π, заданную уравнением
5x + 3y − 6z = 30, координаты точки S, симметричной точке A относитель-
но плоскости π, и расстояние d от точки A до плоскости π.

8.5. P (3; 3;−1), S(8; 6;−7), d =
√
70.

8.6. Найдите координаты точки P , представляющей собой ортогональную
проекцию точки (3; 5;−7) на прямую l, заданную каноническим уравнением
x− 7

3
=
y + 2

−2
=
z − 3

0
, координаты точки S, симметричной точке A относи-

тельно прямой π, и расстояние d от точки A до прямой l.

8.6. P (1; 2; 3), S(−1;−1; 13), d =
√
113.

8.7. Составьте каноническое уравнение общего перпендикуляра к двум дан-
ным скрещивающимся прямым, взяв в качестве опорной точки точку пересе-
чения этого перпендикуляра с одной из данных прямых. Найдите координаты
обеих точек пересечения и расстояние между данными прямыми:

x+ 1

3
=
y

1
=
z + 1

−1
,

x+ 1

2
=
y − 3

1
=

z

−1
.
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8.7. Точки пересечения (−7;−2; 1), (−7; 0; 3), общий перпендикуляр
x+ 7

0
=
y + 2

1
=
z − 1

1
или

x+ 7

0
=
y

1
=
z − 3

1
, расстояние 2

√
2.

8.8. Составьте уравнение прямой l, пересекающей две скрещивающиеся

прямые l1 :
x− 4

2
=
y − 7

−1
=
z − 2

1
и l2 :

x− 2

−3
=
y − 16

1
=
z − 4

2
и проходящей

через точку A(−1; 1; 0), не лежащую ни на одной из этих прямых. Найдите
координаты точек пересечения прямой l с прямыми l1 и l2.

8.8.
x+ 1

3
=
y − 1

7
=
z

1
, точки пересечения (2; 8; 1) и (5; 15; 2).

8.9. Составьте уравнение плоскости, проходящей через линию пересечения
плоскостей π1 : 3x− y + 2z + 2 = 0 и π1 : x+ 2y − 5z − 4 = 0 перпендикулярно
плоскости π : x− 2y − z = 0.

8.9. 3x− 8y + 19z + 16 = 0.

8.10. Найдите радиус-вектор точки пересечения прямой r = r0+ ta с плос-
костью (r,n) = D.

8.10. r0 +
D − (r0,n)

(a,n)
a, (a,n) 6= 0.

8.11. Найдите необходимое и достаточное условие, при котором плоскости
(r,n1) = D1 и (r,n2) = D2: (а) пересекаются по прямой линии; (б) параллель-
ны, но не совпадают; (в) совпадают.

8.11. (а) [n1,n2] 6= 0; (б) [n1,n2] = 0, D1n2 6= D2n1; (в) [n1,n2] = 0,
D1n2 = D2n1.

8.12. Даны прямая r = r0 + ta и плоскость (r,n) = D. Найдите необхо-
димое и достаточное условие того, что: (а) прямая и плоскость пересекаются
(имеют единственную общую точку), и в этом случае найдите радиус-вектор
точки пересечения; (б) прямая и плоскость параллельны (не имеют общих то-
чек); (в) прямая лежит в плоскости.

8.12. (а) (a,n) 6= 0; радиус-вектор точки пересечения r0 +
D − (r0,n)

(a,n)
a;

(б) (a,n) = 0, (r0,n) 6= D; (в) (a,n) = 0, (r0,n) = D.

8.13. Запишите уравнение прямой [r,a] = b в виде r = r0 + ta.

8.13. r =
[a, b]
(a,a)

+ ta (см. пример 6.8, с. 96).

8.14. Прямая задана как пересечение двух плоскостей (r,n1) = D1 и
(r,n2) = D2. Запишите векторное параметрическое уравнение этой прямой,
т.е. уравнение вида r = r0 + ta.

8.14. r =
[a, D2n1 −D1n2]

|a|2 + ta, где a = [n1,n2].

8.15. Найдите радиус-вектор точки пересечения прямой [r,a] = b с плос-
костью (r,n) = D.

8.15.
[a, b]
(a,a)

+
D(a,a)− (a, b,n)

(a,a)(a,n)
a, (a,n) 6= 0.
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8.16. Найдите проекцию точки M0(r0) на плоскость (r,n) = D параллель-
но прямой r = r1 + ta при условии (a,n) 6= 0.

8.16. r0 +
D − (r0,n)

(a,n)
a.

8.17. Найдите проекцию точки M0(r0) на прямую r = r1+ ta параллельно
плоскости (r,n) = D при условии (a,n) 6= 0.

8.17. r1 +
(r0 − r1,n)

(a,n)
a.

8.18. Найдите ортогональную проекцию точкиM0(r0) на прямую [r,a] = b.

8.18.
[a, b] + (r0,a)a

|a|2 .

8.19. Найдите ортогональную проекцию точки M0(r0) на прямую, являю-
щуюся пересечением двух плоскостей (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2.

8.19.
D1[n2, [n1,n2]]−D2[n1, [n1,n2]] + (r0,n1,n2)[n1,n2]∣∣[n1,n2]

∣∣2
.

8.20. Найдите ортогональную проекцию точки M0(r0) на плоскость
r = r0 + ua + vb.

8.20. r0 +
(r1 − r0,a, b)∣∣[a, b]

∣∣2
[a, b].

8.21. Найдите расстояние между двумя параллельными плоскостями
r = r1 + ua + vb и r = r2 + ua + vb.

8.21.

∣∣(r2 − r1,a, b)
∣∣

∣∣[a, b]
∣∣ .

8.22. Найдите расстояние между двумя параллельными плоскостями
(r,n) = D1 и (r,n) = D2.

8.22.
|D2 −D1|

|n| .

8.23. Найдите расстояние от точки M0(r0) до прямой [r,a] = b.

8.23.

∣∣[r0,a]− b
∣∣

|a| .

8.24. Найдите расстояние от точки M0(r0) до прямой, являющейся пере-
сечением плоскостей (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2.

8.24.

∣∣∣
(
D2 − (r0,n2)

)
n1 −

(
D1 − (r0,n1)

)
n2

∣∣∣
∣∣[n1,n2]

∣∣ .

8.25. Составьте уравнение плоскости, содержащей параллельные прямые
r = r1 + ta и r = r2 + ta.

8.25. (r − r1, r2 − r1,a) = 0.

8.26. Найдите расстояние между параллельными прямыми r = r1 + ta и
r = r2 + ta.
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8.26.

∣∣[r1 − r2,a]
∣∣

|a| .

8.27. Найдите расстояние между параллельными прямыми [r,a] = b1 и
[r,a] = b2.

8.27.
|b1 − b2|

|a| .

8.28. Составьте уравнение проекции прямой r = r0 + ta на плоскость
(r,n) = D при условии, что прямая не перпендикулярна плоскости.

8.28.

{
(r,n) = D,

(r − r0,a,n) = 0.

8.29. Составьте уравнение перпендикуляра, опущенного из точки M0(r0)
на прямую r = r1 + ta.

8.29.

{
(r − r0,a) = 0,

(r − r0, r1 − r1,a) = 0.

8.30. Составьте уравнение уравнение перпендикуляра, опущенного из точ-
ки M0(r0) на прямую [r,a] = b.

8.30.

{
(r − r0,a) = 0,

(r, [r0,a]− b) + (r0, b) = 0.

8.31. Составьте уравнение перпендикуляра, опущенного из точки M0(r0)
на прямую, являющуюся пересечением плоскостей (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2.

8.31.






(r − r0,n1,n2) = 0,
∣∣∣∣
(r,n1)−D1 (r,n2)−D2

(r0,n1)−D1 (r2,n2)−D2

∣∣∣∣ = 0.

8.32. Составьте уравнение плоскости, проходящей через линию пересе-
чения плоскостей (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2 перпендикулярно плоскости
(r,n3) = D3.

8.32.
(
r, [n3, [n1,n2]]

)
= D1(n2,n3)−D2(n1,n3).

8.33. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку M0(r0) и
прямую [r,a] = b.

8.33. (r − r0, [r0,a]− b) = 0.

8.34. Составьте уравнение общего перпендикуляра к скрещивающимся
прямым [r,a1] = b1 и [r,a2] = b2.

8.34.

{ (
[r,a1]− b1,a1,a2

)
= 0,

(
[r,a2]− b2,a1,a2

)
= 0.

8.35. Найдите расстояние между скрещивающимися прямыми r = r1+ ta1

и r = r2 + ta2.

8.35.

∣∣(r2 − r1,a1,a2)
∣∣

∣∣[a1,a2]
∣∣ .
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8.36. Найдите расстояние между скрещивающимися прямыми [r,a1] = b1

и [r,a2] = b2.

8.36.

∣∣(a1, b2) + (a2, b1)
∣∣

∣∣[a1,a2]
∣∣ .


